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Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1 Uvod a motivacia

Technicky inZinier musi pri projektovani technického diela vykonat okrem iného aj
matematické vypodcty, ktorymi overi nielen spréavnost navrhnutej geometrie, zvoleného
materidlu, ale aj pozadovant bezpeénu a spolahlivii funkénost, zivotnost a efektivnost
svojho nédvrhu. V minulosti sa na technické vypoéty pouzivali va¢sinou analytické me-
tody. Vyhodou tychto metod bola ich relativna jednoduchost, ktora ¢asto vyustovala
do stanovenia jednoduchych vzorcov a formuliek zostavenych do réznych vypoctovych
tabuliek, ako boli napriklad strojnicke, stavebnicke, ¢ elektrotechnické tabulky. Ne-
vyhodou analytickych metod bola potreba silného zjednoduSenia fyzikidlneho modelu
realneho prvku alebo systému tak, aby ho bolo moZno opisat ¢o najjednoduchs$imi mate-
matickymi rovnicami riesitelnymi pomocou jednoduchych vypocétovych pomocok, ako
boli napr. logaritmické pravitko alebo jednoduché kalkulacka. Takto sa redlny priesto-
rovy systém redukoval na jedno alebo dvojrozmerny, nelinearne tlohy sa linearizovali,
a Casovo zavislé javy sa rieSili len pre ustalené stavy. Na konstrukciu prvkov alebo
systémov sa pouzival najma homogénny izotropicky material, na spravanie ktorého po-
stacoval ¢o najjednoduchsi materidlovy model. Rozvoj vypoctovej techniky a vyroba
novych materidlov umoziuje v sicasnosti zostavovat fyzikalne a matematické modely
sktimanych systémov vel mi blizke realite tak z hladiska geometrie, materidlového zloze-
nia, ako aj ich funkcie. Vznikaju tak nové numerické, poéitacovo orientované vypoctové
metody, ktorych algoritmus je spracovany do pocitacovych softvérov. Pomocou nich
potom moZno vo virtualnej realite vytvorit vypoctovy model, ktorym sa analyzuja
zlozité linearne i nelinearne, stacionarne i nestacionarne odozvy navrhnutého systému
na prevadzkové i kritické zataZovacie stavy. Takto mozno riesit aj tzv. multifyzikalne
viazané tlohy. Napriklad: elektrické pole sposobuje vznik teplotného pola, ktoré spo-
sobuje deformaciu materidlu a vznik mechanickych napéati. Navyse, fyzikilne velic¢iny
jednej oblasti fyziky ovplyviluju materidlové vlastnosti inej oblasti, ¢o meni odozvu
systému pri jeho prevadzke. Napriklad, teplota meni elektricka i tepelna vodivost, tep-
lotnt roztaznost, modul pruZznosti, medzu pevnosti a medzu klzu. Okrem homogénnych
materidlov sa pouzivaji kompozitné neheterogénne materialy (funkciondlne gradované,
multifunkcionalne), ktoré mozu byt izotropické ale aj anizotropické a iné. V stéasnosti
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st velmi dobre spracované vypocétové metody zalozené na tzv. makroskopickom pri-
stupe ku skdmaniu fyzikalnych dejov. Postupne sa rozvijaju aj metody zaloZené na
tzv. mikroskopickom pristupe, ktorymi sa skimaju javy a deje na atomarnej trovni.
Pretoze pouzZitie experimentalnych metod na tejto trovni je velmi obtiaZne, vypoctové
metody su tu v podstate jediny nastroj ako analyzovat deje a javy na tejto Grovni.
Mechatronika, ktora synergicky spaja mechaniku, elektrotechniku a elektroniku, auto-
matické riadenie a informatiku, predstavuje pre svoju multifyzikalnost a multifunkcio-
nalitu oblast, v ktorej zohravaju vypoctové metddy nezastupitelna tlohu. Mechanické
systémy obohatené o umelu inteligenciu sa stavaji mechatronickymi, alebo tiez smart
systémami, s ktorymi sa stretavame velmi ¢asto. Su to produkty automobilovej, do-
pravnej a leteckej techniky, biomedicinskej techniky, vyrobnej a manipula¢nej techniky,
robotiky, mikro a nano technolbgie. Pri ich projektovani a diagnostike sa pouzivaji
prave pocitacovo orientované vypoctové metddy. V ramci tejto publikicie sa budeme
zaoberat makroskopickym modelovanim a simulédciou mechatronickych prvkov a sys-
témov najuniverzilnejSou vypoctovou metédou — Metodou kone¢nych prvkov (MKP),
anglicky Finite Element Method (FEM). Buda uvedené zaklady tejto metody na rie-
Senie uloh elasto-statiky a elasto-dynamiky, vratane pruzného kmitania mechanickych
prvkov a systémov so zameranim na mechatroniku.

Problematika teoretickych zakladov metdédy konecénych prvkov, ako aj jej aplikacie, je
giroko rozpracované v domécej i zahrani¢nej literatiare. Vyber z tejto literatury je uve-
deny na konci publikacie.

Tato publikicia mé sluzit predovSetkym Studentom inZinierského Studijného programu
Automobilova mechatronika a doktorandského Studijného programu Mechatronické sys-
témy, ktoré su akreditované na Fakulte elektrotechniky a informatiky STU v Bratislave.

1.2 Aplikdcia MKP v mechatronike

Mechatronické prvky a systémy pracuju spravidla na multifyzikalnych principoch, ako
je elasto-statika, elasto-dynamika, termo-mechanika, termo-dynamika, magneto-mecha-
nika, elektro-mechanika, termo-elektricita, termo-elektromagneticita, termo-elektro-me-
chanika, hydro-mechanika, hydro-dynamika, piezo-elektricita, piezo-resistivita a pod.
Na modelovanie a simuléciu tychto prvkov a systémov sa pouziva najméa metdda konec-
nych prvkov, ktora je implementovanéa do komercénych pocitacovych softvérov. Na riege-
nie multifizykalnych tiloh mozno pouzit softvéry ANSYS, ABAQUS, ADINA, COMSOL
a dalsie. Pomocou nich moZno v elastostatickej analyze ziskat informéacie o deformé-
cidch a mechanickych napéatiach spésobenych vonkajsim zataZzenim; v elasto-dynamickej
analyze ziskat odozvu systému na ¢asovo zavislé zataZenie, vlastné tvary a vlastné frek-
vencie kmitania; v tepelnej analyze vypocitat teplotné pole, v elektro-tepelnej analyze
uréit veli¢iny elektrického a teplotného pola, v elektro-tepelno-mechanickej analyze zis-
kat veli¢iny elektrického a teplotného pol'a ako aj zodpovedajicu deforméciu a mecha-
nické napéatie atd. Vysledky analyz nam sluZia na postdenie bezpecnosti, spolahlivosti
a spravnej funkénosti analyzovaného systému. Vysledky analyz mozno ziskat nielen vo
forme grafov a tabuliek, ale aj vo forme vizuéalnej. Pri dynamickych a nelinearnych de-
joch mozno vysledky zobrazit aj vo forme grafickej animécie. Kvoli nazornosti su d'alej
ukazané vysledky vybranych analyz metédou koneénych prvkov, ktoré mozno najst na
volne pristupnych web strankach.
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Na Obr. [T st znazornené vysledky elastostatickej analyzy zavesu kolesa automobilu.

Obr. 1.1. Mapa mechanickych napati

Na Obr. vidiet diskretizaciu mechatronického systému na konecné prvky a jeho
deforméciu vypoditani pomocou softvéru ANSYS pri vykonanom pohybe.

Obr. 1.2. Elastostaticka analyza manipulatora

Na Obr. st znazornené tvary prudnic pri obtekani vzduchu okolo vozidla.

Obr. 1.3. Simulacia prudenia vzduchu okolo automobilu
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Na Obr. [[4] st znazornené vysledky posobenia elektrostatickych sil v spinac¢i zapa-
Tovacieho prudu sviecky zazihového spalovacieho motora.

Pull down mode Lift up mode

Before touch down the contact

Stress distribution

After touch down the contact

Created by FEM-were GnbH

Obr. 1.4. Analyza elektrostatického kontaktu

Na Obr. st znazornené vybrané vlastné tvary kmitania kompozitného mikro-aktua-
tora.

A2 Modal i A:Modal
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Obr. 1.5. Deformécia mikroaktuatora

Na Obr. st znazornené vysledky deformécie mikro-elektro-mechanického aktuatora
ziskanej elektro-tepelno-mechanickou analyzou.

1.3 Zaklady MKP a postup rieSenia tilohy pol'a s MKP

1.3.1 Vznik metoédy

Pri matematickom modelovani inZinierskych dloh (v mechanike poddajného telesa)
vznikali zlozité, dovtedy nerieSitelné systémy obycajnych alebo parcialnych diferencial-
nych rovnic. Z toho vyplynula potreba vyvoja numerickych, po¢itacovo orientovanych
metod, ktorymi by sa tento problém zvladol.

MKP zacali sufasne vyvijat matematici (R. Courant), fyzici (J. L. Synge) a inZinieri
(J. H. Argyris a S. Kelsey). Vyznamné prvotné publikacie z pociatku rozvoja MKP
publikovali J. H. Argyris, O. C. Zienkiewicz a Y. K. Cheung. Nazov metody stano-
vil R. W. Clough. Prudky rozvoj MKP zacal po¢iatkom 60. rokov minulého storocia.
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Obr. 1.6. Deformécia mikroaktuatora

Jej vyvoj nie je eSte ukonceny ani v sucasnosti. Na Slovensku sa metédou konecnych
prvkov a vypocétovymi metédami zaoberali, resp. zaoberaji najmé pracovnici katedier
a ustavov aplikovanej mechaniky a mechatroniky: na Strojnickej fakulte STU v Bra-
tislave (S Benca, J. Jelemensky, P. Elesztos); na Stavebnej fakulte STU (J. Kralik,
J. Ravinger, N. Jendzelovsky, M. Sokol); na Strojnickej fakulte ZU v Ziline (V. Kom-
pis, M. Zmindék), na Strojnickej fakulte TU Kogice (F. Simésk, J. Bocko, S. Segla...);
na Ustave stavebnictava a architektiry SAV v Bratislave (J. Sladek, V. Sladek), na
Fakulte elektrotechniky a informatiky STU (V. Kutis, J. Paulech, J. Hrabovsky) a ini.
MKP sa v pociatkoch rozvijala len pre oblast mechaniky pevnych a poddajnych telies.
Ukazalo sa vSak, Ze ju moZno pouzit aj na rieSenie inych tried tloh, ako je: teplotné
pole, pradenie plynov a kvapalin, elektrina a magnetizmus, Ziarenie a prenos hmoty,
viazané tlohy, analyzy mikro- a nanostruktar atd.

V sucasnosti patri medzi najuniverzéalnejsie, najrozsirenejsie a najefektivnejsie nume-
rické metody rieSenia inZinierskych tloh, resp. rieSenia tloh pola.

1.3.2 MKP a iné numerické metody

Numerické metody transformuji systém parcidlnych alebo obycajnych diferencidlnych
rovnic (DR) opisujuci dand dlohu na systém algebraickych rovnic, ktory sa riesi na
pocitaci. Napr.:

e diferencialne pohybové rovnice poddajného kontinua,

e diferencialne rovnice prenosu tepla,

e diferencialne rovnice priadenia plynov a kvapalin,

e diferencialne rovnice elektrického a elektro-magnetického pola,
e diferencialne rovnice akustiky, Ziarenia atd.

DR st postavené pre neznamu funkciu pola (posunutia, teploty, elektrického poten-
cidlu...) na konec¢nej ohranicenej suvislej alebo viacnasobne suvislej oblasti (¢iara, plo-
cha, objem). Neznadme pole je spravidla skalarne (teplotné, potencialové) alebo vek-
torové (deformacné, rychlostné). Cielom riesenia DR je najst taka funkciu zavisla
od stradnic zvoleného vztazného saradnicového systému tak, aby splitala po¢iatocné
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a okrajové podmienky rieSenia. Tato funkcia moze byt rovnicou krivky, plochy alebo
objemu. Dosadenim sturadnic vybraného bodu skiimanej oblasti mozno z tejto funkcie
dostat hodnotu “primérnej” nezndmej fyzikalnej veli¢iny v danom bode.

Hlavna idea vac¢Siny numerickych metod rieSenia DR, (diferen¢né, koloka¢né, metoda
najmensich $tvorcov, varia¢né, MKP...) je: pre hladant neznamu funkciu pol'a sa vhodne
zvoli ndhradna funkcia vztaznych siuradnic pozostavajica z uréitého typu funkcie (napr.
polynémy, goniometrické funkcie, rady...) a z volnych koeficientov. Volba nahradnej
funkcie nemoze byt Tubovolna, pretoze musi spliat dané pociatoéné a okrajové pod-
mienky. Na algebraicky systém rovnic mozno DR previest priamo (tzv. silné formulacia
rieSenia ulohy), alebo nepriamo z jej integralneho tvaru (tzv. slaba formulécia rieSenia
alohy). Pri integralnej formulacii sa zostavi funkciondl (spravidla vyjadrujuci celkovi
energiu systému), ktory sa potom minimalizuje vzhladom na volné parametre nah-
radnej funkcie. Riegenim algebraického systému rovnic mozno ur¢it volné parametre
néhradnej funkcie, a tym aj jej celkovy tvar. Jednotlivé numerické metody sa lisia
volbou nahradnej funkcie, fyzikidlnym vyznamom volnych koeficientov a spdsobmi ich
urcenia.

Zakladny rozdiel MKP oproti inym numerickym metédam je, Ze nahradné funkcie sa
volia nie pre cela oblast, ale pre podoblasti koneénych rozmerov (na ktoré je dané ob-
last rozdelena — diskretizovana) — koneéné prvky. Navyse, volné parametre nahradnych
funkcii maju fyzikalny vyznam. Zasada je, ze pre vSetky prvky danej skupiny s né-
hradné funkcie rovnaké. Kone¢né prvky st navzajom pospajané uzlovymi bodmi (mozu
lezat na hranici prvku — napr. v “rohoch”; ale aj vo vnutri prvku). Volné parametre
st primérne nezndme rieSeného pola (posunutia, teploty, potencialy, ...) v uzlovych
bodoch. MKP transformuje vypocet primarnej neznamej v teoreticky nekone¢nom po-
¢te bodov oblasti na vypocet jej hodnot v koneénom poéte bodov — v uzlovych bodoch.

JUL 14 2005
11:20:22

ELEMENTS

ELEM NUM

264 5 5 g &

Obr. 1.7. Diskretizacia oblasti ¢iarovymi prvkami typu LINK

Pri inych numerickych met6dach nemaja volné koeficienty ndhradnej funkcie spravidla
ziaden fyzikalny vyznam, a ak sa volia podoblasti, tie maji spravidla diferencilnu a nie
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kone¢nu velkost. MKP je vSak tiez vzhladom na volbu ndhradnych funkcii metédou
pribliznou a jej presnost zavisi aj od jemnosti diskretizacie rieSenej oblasti na kone¢né
prvky a uzlové body. Kone¢né prvky maja spravidla tvar ¢ary, plochy alebo objemu
kone¢nych rozmerov (Obr. [[7- [L9).

AN
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Obr. 1.8. Diskretizacia oblasti telesovymi rovinnym prvkom typu SOLID PLANE
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Obr. 1.9. Diskretizécia oblasti objemovymi prvkami typu SOLID 3D

Cim je siet kone¢nych prvkov jemnejsia, tym je aj presnost rieSenia vyssia. Na mode-
lovanie zakrivenych oblasti moZno pouZit kone¢né prvky so zakrivenym tvarom. Treba
vSak povedat, Ze aj velmi hruba siet dava casto uspokojivé a pouzitelné vysledky.
Sietovanie oblasti, ako aj pripadné zjemiiovanie siete, prebieha automaticky. Stcasné
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poditade uz na trovni oby¢ajnych PC dokazu bez problémov riesit rozsiahle systémy
algebraickych rovnic velmi efektivne a rychlo. TakZe pociatoény nedostatok tejto me-
tody, tykajuci sa problémov rieSenia rozsiahlych algebraickych systémov rovnic na pr-
vych nizko vykonnych pocitacoch je odstraneny.

V MKP sa integréalny tvar DR — spravidla funkcional potencialnej energie — vyjadri ako
suma potencidlov jednotlivych elementov

=73 1 =1(¢(z,y,2)) (1.1)

Tento potencial je funkciou nadhradnych funkcii prvkov obsahujtcich nezname volné
koeficienty. Nahradné funkcie prvku st spravidla polynéomy a ich stupen k& zavisi od
poctu jeho uzlovych bodov. Napr.:

n

0 (2,y,2) = > _ Ni(z,y, 2)0% (1.2)
k=1

kde Ny(x,y, z) st tzv. tvarové funkcie a ¢f st nezname hodnoty rieSen¢ho pol'a v uzlo-
vych bodoch elementu (volné parametre tvarovych funkeii). Implementaciou (2] do
(1) dostaneme funkcional vyjadreny v zavislosti od neznamych hodnot hladaného
pola v uzlovych bodoch vsetkych elementov. Minimalizaciou potencidlu (L) podla
tychto neznamych v uzlovych bodoch

oll(pr.)
I

=0 (1.3)

dostaneme pre vSetky spominané polia zakladny algebraicky systém rovnic MKP v tva-
re
Klp=F (1.4)

obsahujuci maticu pola K. Stlpcovy vektor pravej strany F obsahuje akcie posobiace
v uzlovych bodoch vyvolavajice reakcie — stipcovy vektor uzlovych neznamych ¢. Ma-
tica pola obsahuje spravidla geometrické parametre rieSenej oblasti a jej materidlové
vlastnosti. V mechanike pevnych a poddajnych telies je to matica tuhosti, v termokine-
tike je to matica tepelnej vodivosti, v elektrickom poli je to matica elektrickej vodivosti
atd’.

Zavere¢né porovnanie klasickych pribliznych numerickych met6d a MKP:

e Nahradné funkcie klasickych metod st definované cez cela sledovant oblast (po-
vrch, resp. objem konstrukéného prvku). Nahradné funkcie MKP st definované
na kone¢nych prvkoch (kone¢nych astiach sledovanej oblasti);

e Nezname veli¢iny klasickych metoéd nemaja fyzikalny vyznam. Nezname v MKP
st stupne volnosti v uzlovych bodoch (mechanické posunutia alebo natocenia,
teploty, elektrické potencialy atd’.);

e Zvysenie presnosti klasickych metéd vyZzaduje ndhradné funkcie vyssieho stupiia
s VAC8Im poctom koeficientov alebo iné nahradné funkcie. Presnost MKP sa do-
siahne zjemniovanim siete koneénych prvkov;
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e MKP je zvlast vyhodna pre nespojité sistavy s nespojitou zmenou geometrie
alebo materialovych vlastnostf;

e MKP mozno budovat modularne (nie je zavisla od charakteru rieSenej oblasti),
je formulovana vSeobecne, je pocitacovo orientované a preto sa l'ahko rozsirila aj
pre teodrie pola vyssieho stupha (nelinedrne a ¢asovo zavislé).

1.3.3 Postup rieSenia inzinierskej tlohy s MKP
Postup rieSenia inZinierskej alohy s MKP mozZno zov§eobecnit do tychto bodov:

1. Zostavenie fyzikalneho modelu tlohy a definovanie podmienok jednoznac¢nosti rie-
Senia;

Tu treba stanovit, ¢ dany problém spada do oblasti mechaniky, termomecha-
niky, pradenia kvapalin a plynov, elektriny a magnetizmu, akustiky atd., alebo
ide o multifyzikdlnu tlohu so vzajomnou interakciou jednotlivych poli. Identifi-
kuje sa linearnost, resp. nelinearnost, stacionarnost, resp. ¢asova zavislost riese-
nej ulohy. Prijmu sa zjednoduSujice predpoklady a idealizuje sa geometria, ako
aj samotné spravanie sa materialu pod u¢inkom vonkajsich akcii. Stanovia sa
podmienky jednozna¢nosti rieSenia tlohy, t. j. geometria, materidlové vlastnosti,
pocdiato¢né a okrajové podmienky.

2. Diskretizacia analyzovanej oblasti (teleso alebo sustava telies) na kone¢né prvky;

Diskretizacia pozostava z rozdelenia rieSenej oblasti na kone¢né prvky. Ako uz
bolo spomenuté, zékladné skupiny prvkov maja tvar ¢iary, plochy alebo objemu
koneénych rozmerov. Kazda skupina prvkov obsahuje radovo desiatky réznych
typov prvkov liSiacich sa najmé poc¢tom uzlovych bodov, po¢tom primarnych
neznamych v uzlovych bodoch elementu (stupne volnosti) a inymi Specidlnymi
vlastnostami.

Ciarovy (prutovy, spojovaci) — LINK, sa pouZiva na rieSenie jednorozmernych
(1ID) uloh pola, ked sa primarna nezndma veli¢ina meni len v jednom smere.
Geometricky tvar diskretizovaného telesa je charakterizovany najmaé svojim dlzko-
vym rozmerom, pricom velkost prierezovej plochy je mala. Tieto prvky sd priame
(dvojuzlové), s konstantnym alebo premenlivym prierezom. V mechanike mozno
tymto prvkom modelovat pritové konstrukcie, lana, kiable a iné konstrukéné prvky
namahané pozdlznym jednosovym namahanim. V teplotnych a elektrickych po-
liach moZno tymito prvkami modelovat vodiGe tepla, resp. elektrického pridu
s prevladajucou jednosmernou vodivostou.

Medzi ¢iarové prvky patri aj nosnikovy koneény prvok typu BEAM. Tieto prvky
moZu byt priame — spravidla dvojuzlové, alebo zakrivené — tri- az patuzlové. Po-
uzivaja sa v mechanike na modelovanie nosnikovych konstrukecii, ktoré prenasaju
namahanie tahom-tlakom, Smykom, ohybom i kritenim. Ich prierez roznych pro-
filov méze byt po dlzke koneéného prvku konstantny alebo linearne premenlivy.

Plo$né prvky sa pouzivaji na diskretizaciu oblasti s dvojrozmernou zmenou pri-
marnej neznamej (2D elementy). Mozu byt rovinné alebo rota¢ne symetrickeé,
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pri¢om spojnice uzlovych bodov mézu byt priame (troj a Stvoruzlovy prvok)
alebo zakrivené (6-uzlovy trojuholnik, 8- az 9-uzlovy Stvoruholnik).

Objemové prvky (3D-elementy) sa pouZivaju na diskretizaciu vieobecnych pries-
torovych oblasti s jednoduchou i viacnasobnou suvislostou. Skiimana primérna
veli¢ina sa méZe menit v bodoch skiimanej oblasti vo vieobecnom smere. Obje-
mové prvky maja tvar ihlana alebo kvadra s rovnymi alebo zakrivenymi hranami.
Najpouzivanejsie st 4-uzlové a 10-uzlové ihlany a 8 az 21 uzlové hranoly. Prvky
so zakrivenymi hranami maji okrem rohovych uzlov aj uzlové body v taziskach
boénych stien ako aj v tazisku celého objemu elementu. Degeneraciou tychto prv-
kov mo6zu vzniknat iné Specidlne typy koneénych prvkov, ako napr. typu SHELL
— Skrupinové kone¢né prvky.

. Identifikdcia primarnych neznamych a volba vhodnych interpolaénych (tvaro-
vych, nahradnych) funkcii pola;

Vyber primarnych neznamych zavisi od druhu rieeného pol'a. Napr. v mechanike
pevnych a poddajnych telies st to premiestnenia bodov telesa, v teplotnom poli
su to teploty, pri prideni tekutin je to rychlost prudenia, v elektrickom poli je to
elektricky potenciél, v akustike tlak a podobne.

Ak sme uz urobili identifikdciu primarnych nezndmych, potom diskretizéicia po-
kra¢uje vyberom vhodnych interpola¢nych funkcii v rovnici (L2). Tieto funkcie
uréuju vztah medzi primarnymi neznamymi vo vnutri prvku a v jeho uzlovych
bodoch. Interpola¢né funkcie musia spliat tieto podmienky:

a) vysledny funkcional IT v rovnici (L)) musi byt spojity na hraniciach jednotli-
vych prvkov, t. j. tvarové funkcie musia byt derivovatelné az do radu o jeden
mensi, ako je najvyssi rad derivacie vyskytujaci sa vo funkcionali.

b) musia zabezpeéit konvergenciu vysledkov pre neznamu ¢, t. j. funkcional II
sa priblizuje ku svojej limitnej hodnote, ak objem oblasti V' sa blizi k nule.

Existuje vela funkcii, ktoré spliaju uvedené podmienky. Najcastejsie pouzivané
interpola¢né funkcie st linedrne polynoémy, Lagrangeové polynomy atd.

. Definovanie konstitutivneho vztahu medzi akciami a reakciami rieSeného pola;

Fyzikalne zédkony obvykle uréuju vztah medzi akciami, ktoré na teleso pdsobia
a reakciami, ktoré vznikaji v samotnom telese vplyvom ich posobenia. V nasle-
dujtucej Tabulke [Tl st uvedené akcie a reakcie pre niektoré typy inZinierskych
uloh.

Vzéjomnu zavislost medzi mechanickymi silami a premiestneniami vyjadruje Ho-
okeov zakon. Prenos tepla vedenim definuje Fourierov zéakon. Zavislost akcii a re-
akcii v elektrickom poli popisuje Ohmov zakon. Zavislost medzi tlakom a rych-
lostou priudenia vyjadruje Bernoulliho rovnica.
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Tabulka 1.1. Akcie a reakcie pre niektoré typy inZinierskych tloh

Pole Akcia Reakcia

Silové sila F premiestnenie u
Teplotné tepelny tok P teplota T

Elektrické elektricky prud I  elektricky potencial V
Pridenie tekutin  tlak p rychlost prudenia w

5. Odvodenie prvkovych rovnic;

Prvkova rovnica vyjadruje zévislost medzi akciami a reakciami v uzlovych bo-
doch elementu. Tato zavislost je definovand maticou kone¢ného prvku pola,
v silovom poli je to matica tuhosti, v teplotnom poli je to matica tepelnej vodi-
vosti, v elektrickom poli je to matica elektrickej vodivosti, v poli prudenia je to
matica odporu pridenia.

Matica kone¢ného prvku obsahuje geometrické charakteristiky telesa a jeho ma-
teridlové vlastnosti. V silovom poli je to modul pruznosti, v teplotnom poli je to
koeficient teplotnej vodivosti, v elektrickom poli je to elektrickd vodivost, v poli
pridenia tekutin je to viskozita. Prvkova rovnicu ziskame spravidla minimaliza-
ciou funkcionalu vyjadrenym prislusnym energetickym principom daného pola,
napr. principom minima potencidlnej energie. Prvkova rovnica je algebraicky sys-
tém rovnic (linedrny alebo nelinearny, stacionarny alebo ¢asovo zavisly).

6. Odvodenie rovnic MKP pre celu rieSend oblast a ich rieSenie pre primérne ne-
zname;

Specialnou sumaciou prvkovych rovnic, ktord bude opisana neskor, dostaneme
algebraicky systém rovnic celej oblasti (telesa alebo sustavy telies). Ako uz bolo
spominané, tento systém rovnic vyjadruje zavislost medzi primarnymi neznamymi
v uzlovych bodoch v8etkych koneénych prvkov diskretizujtcich rieSent oblast,
a akciami posobiacimi v danych uzlovych bodoch. Tato vzajomna zavislost je
vyjadrena prostrednictvom matice celého telesa, ktora obsahuje matice jednotli-
vych kone¢nych prvkov. Matica prvku, ako aj matica celého telesa (konstrukcie)
je pozitivne definitné, symetricka a pasova, takze rieSenie rovnic MKP je na poci-
taci velmi jednoduché a rychle. Pred ich vyrieSenim treba este zohladnit prislusné
okrajové podmienky:.

7. Vypocet sekundarnych nezndmych;
Ak st primarne nezndme vypocitané, potom pouZitim pripustnych fyzikalnych
vztahov vieme vypoéitat potrebné sekundarne nezname, ako si mechanické na-

péitia, hustotu tepelnych tokov, pradova hustotu, tlak pradiacej tekutiny a po-
dobne.
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8. Interpretacia vysledkov rieSenia a optimalizacia rieSenej tlohy;

Vysledky analyz podava Postprocesor programu MKP vo forme tabuliek, gra-
fov, a grafickych mép (izociary, izoplochy atd.) Obr. Ulohou riesitela je
tieto vysledky klasifikovat a vyuzit ich na optimalizaciu rie§eného problému. Tato
velmi naro¢né ¢ast postupu riesenia pomocou MKP vyzaduje zna¢ni odbornii
erudovanost riesitela.

D: Static Structural
Total Deformation
Type: Total Defarmation
Unit:m

Time: 1

10,10, 2014 10:581
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Obr. 1.10. Deformacia aktuatora
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Kapitola 2

Elastostatika kontinua a MKP

2.1 Ciel kapitoly

Mechanické prvky a sdstavy sa vyznacuju zékladnymi mechanickymi vlastnostami:
pruZnostou a pevnostou.

a) Pruznost materidlu je schopnost materidlu nadobudat po preruSeni posobenia za-
tazujucich sil svoj povodny tvar.

b) Pevnost materidlu je schopnost materialu odolavat posobeniu zatazujicich sil bez
prerusenia.

Na rozdiel od statiky, kde sa material mechanickych prvkov povazuje za dokonale tuhy
(¢ize nedeformovatelny), pruzny material u¢inkom vonkajsich sil sa deformuje, pri¢om
modZe menit svoj objem i tvar. Tato zmena sa nazyva deformdcia. Hmotnému telesu
schopnému sa deformovat hovorime poddajné teleso, alebo tiez poddajné kontinuum.
V mechanike poddajného telesa sa skuma jeho deforma¢na odozva na pdsobenie zata-
zujucich sil. Po zostaveni matematického modelu daného konstrukéného prvku je jej
cielom navrhnut jeho optimélne rozmery tak, aby nenastala porucha materidlu pre-
kro¢enim jeho pevnosti alebo neprimeranou deformaciou, ¢im bude zabezpefena jeho
bezpeéna prevadzka.

Cielom tejto kapitoly je uviest ¢itatela do problematiky zédkladnych pojmov pruz-
nosti a pevnosti pevnych a poddajnych telies, ktora je zédkladom pre implementéciu
numerickych metéd vypoctovej mechaniky ako aj ich aplikidciu prostrednictvom ko-
mercénych softvérov na rieSenie konkrétnych pevnostnych a tuhostnych tloh technickej
a inzinierskej praxe.

2.2 Zakladné pojmy a rovnice elastostatiky kontinua

Material konstrukénych prvkov moZno rozdelit do dvoch skupin.
a) krystalické

b) amorfné
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Krystalické materidly pozostavaju z velkého poctu malych zin. Kazdé zrno tvori sts-
tava atomov pravidelne rozlozenych v radoch, ktoré tvoria krystalickti mriezku. Naproti
tomu amorfné materialy nemaja pravidelne usporiadané atomy. Ak by sme pristupovali
ku sktumaniu uéinku zatazujacich sil na poddajné teleso mikroskopickym spésobom,
narazili by sme na problémy spojené najmé so zloZitostou matematického modelu a
s odlisnostami od idealneho krystalického zloZenia konstrukénych materidlov (dané
nerovnomernostou krystalizacie, ne¢istotami a viestkami v krystalickej mriezke). Preto
sa abstrahuje od skuto¢ného zlozenia hmotného telesa — aplikujeme makroskopicky pris-
tup. Hmotné poddajné teleso budeme povazovat za kontinuum.

Koncept kontinua je odvodeny z matematiky. Predpoklada sa, Ze systém realnych
¢isiel je kontinuum. Medzi kazdymi dvoma urcitymi ¢islami st iné ¢isla, vlastne me-
dzi uvazovanymi dvoma ¢islami existuje nekonecne vel'a realnych &isiel. Intuitivne, ¢as
moZe byt reprezentovany systémom realnych &isiel ¢ a trojdimenzionalny priestor je
reprezentovany troma systémami redlnych ¢isiel z, y, z. Cas a priestor identifikujeme
ako Stvorrozmerné kontinuum. Rozsirenim pojmu kontinua na hmotu budeme hovorit
o spojitom rozdeleni hmoty v priestore. Hmotné teleso bude takto pozostavat z hmot-
nych bodov, z ktorych kazdy obsahuje velké mnoZstvo elementarnych ¢astic (atomov,
elektronov). Koncept materidlneho kontinua je matematicka abstrakcia (idealizécia)
redlneho sveta a je aplikovateIny na problémy, v ktorych jasnost Strukttry sa moZe
zanedbat.

2.2.1 Rozdelenie sil posobiacich na poddajné kontinuum

Jednotlivé casti konstrukeii v spojeni s inymi tvoria konstrukény celok, ktory je bud
v pokoji (napr. karoséria automobilu, zavesy kolies, hriadele a loziska, prevodovky
a spojky, Casti tocivych elektrickych strojov a pohonov, mechatronické a elektronické
prvky a systémy atd.), alebo vykonavaja priamodciary rovnomerny pohyb. Pritom pro-
strednictvom vnutornych vézieb prenasaju vzajomne sily na seba. Sily, ktorymi pésobia
ostatné Casti konstrukcie na uvazovana suciastku, nazyvame vonkajsie sily, alebo tiez
vonkajsie zataZenie. Vonkajsie zatazenie mozno dalej delit na trvalé a docasné. Trvalé
zataZenie posobi po cely ¢as prevadzky konStrukcie, napr. jej vlastna tiaz a pod. Do-
¢asné zatazenie je len nejaky Casovy usek, napr. tiaZz posadky, sila vetra, zotrvacna a
ostrediva sila, akéna sila a podobne. Podl'a charakteru posobenia moZno zataZenie eSte
rozdelit na statické a dynamické. Statické zataZenie vzrastd postupne od nuly aZ na
vlastnti, menovitt hodnotu (napr. kratiaci moment elektromotora na hriadel’). Poso-
benie dynamickych sil vznika spravidla v kratkej ¢asovej peridde a pritom aj suciastky,
na ktoré dynamické sily posobia, st oby¢ajne v pohybe.

Obr. 2.1. Poddajné teleso
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Na Obr. 2] vidime poddajné kontinuum zatazené silovou sistavou Fy, Fy, ..., Fy,. Te-
leso, ktoré malo pred zataZenim tvar vyznacéeny plnou ¢iarou sa po zataZeni zdeformuje
do tvaru vyznaceného ¢iarkovanou ¢iarou. Deformaécia telesa je pre nézornost nakres-
lené prehnane zvaésena. Vo vetkych kapitolach tejto u¢ebnice bude prijaty predpoklad
vzniku nekoneéne malych deformécii. Odozvou telesa na zatazujuce sily je jeho deforméa-
cia. Ak zatazujuce sily (akcie aj reakcie) prestant posobit, pruznost materialu sposobi
jeho navrat do povodného stavu. To znamena, ze v prvkoch konstrukcie vznikajt poso-
benim vonkajsich sil doplnkové vnitorné sily, ktoré posobia proti tsiliu vonkajsich sil
porusit konstrukény prvok, alebo menit jeho tvar. V dalSom budeme tieto sily nazyvat
vnutorné sily. Keby sme teleso chapali mikroskopicky, atomy sa v mriezke udrziavaja
vzajomne posobiacimi medziatémovymi silami. Vplyvom vonkajsich sil sa vzdialenosti
medzi atébmami menia (teleso sa deformuje), ¢o je sposobené zmenou vzajomne po-
sobiacich sil medzi atomami. Analogicky pri makroskopickom pristupe sa nachadzaja
hmotné body v telese v rovnovihe. Ak za¢neme posobit vonkajsimi silami, hmotné body
sa brania vysunutiu zo svojej rovnovéaznej polohy — vznikaji uz spomenuté vnitorné
sily. Tieto vnatorné sily si, podobne ako pojem kontinua, matematickou abstrakciou,
ktoru zaviedli Cauchy a Euler.

Aby sa dal ¢iselne charakterizovat stupen uc¢inku vonkajsich sil na deformovany
prvok, treba vediet vypocitat velkost vnutornych sil. Na to sa v pruZnosti a pevnosti
pouziva metdda jedného alebo viacerych myslenich rezov. Volba ich poctu zavisi od
zlozitosti rieSenej ulohy.

2.2.2 Metoéda mysleného rezu na urcenie vyslednice vnitornych
sil

Metéda mysleného rezu tkvie v nasledujicich tivahach: Teleso na Obr. 22k, ktoré je v
statickej rovnovahe rozrezeme myslenym rovinnym rezom ® na dve konec¢né casti A a

B.
F3 F F3
S S
F, E,
Fy
(b)

Obr. 2.2. Metoda mysleného rezu

Posobenim vonkajsich sil sa obe ¢asti telesa usiluju oddelit a udrziavaju sa pohromade
vzéjomnymi vnitornymi silami posobiacimi medzi hmotnymi bodmi, ktoré si na oboch
stranéach mysleného rezu. Na Obr. st nakreslené vyslednice tychto sil. Vnatorné
sily posobiace na cast A od Casti B a vnutorné sily posobiace na ¢ast B od &asti
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A sa podla zékona akcie a reakcie sebe rovnaju (Cauchyho-Eulerov princip). Ak ma
nastat rovnovaha kazdej z odrezanych ¢asti, musia byt vnatorné sily posobiace na Cast
A v rovnovahe s vonkajsimi silami pdsobiacimi na tito ¢ast a rovnako i na Gasti B.
Vyslednicu vnatornych sil P nazyvame vektorom napdtia a uréime ho zo statickych
podmienok rovnovahy vonkajsich a vniatornych sil.

2.2.3 Normalové a tangencialne (Smykové) napitie

Vnitorné sily st vo vSeobecnosti nepravidelne rozlozené po priereze, takze statické pod-
mienky rovnovahy nestacia na urcenie rozlozenia vnitornych sil v jednotlivych hmot-
nych bodoch leziacich v rovine mysleného rezu. Zo statickych podmienok rovnovihy
mozno ur¢it len vyslednicu vnatornych sil, t.j. vektor napétia P.

Aby sme mohli lepsie porovnavat ucinok vnutornych sil v réznych rezovych plochach,
zavadzame pomer vnutornych sil na jednotku prierezovej plochy, ktory nazyvame me-
chanickym napdtim.

Vybraty hmotny bod si nahradime pravouhlym elementarnym hranoléekom, ktorého
jedna plocha sa nachédza v rovine rezu a jej velkost je AS, Obr. Na tejto ploske
posobi elementarna vnatorna sila AP, ktorda s normalou k rezovej rovine zviera uhol
. Tuto silu rozlozime do normaly a tangenty k rezovej rovine. Potom podla Obr. 23]

plati:

AN = AP cosyp

. (2.1)
AT = AP sinp

F1 Fl
(a) (b)

Obr. 2.3. Pojem mechanického napétia

Limita pomeru vnatornych sil AP, AN, AT k ploche AS sa nazyva napétie, jeho smer
a zmysel sa zhoduje so smerom a zmyslom vnttornej sily a jeho rozmer je N.mm™—?2
(MPa), pripadne iné odvodené jednotky. Napétie budeme v d'alsom texte oznaovat
pismenami na8ej, resp. gréckej abecedy. Oznacenie p budeme pouzivat pre napatie Tu-
bovolne sklonené k vySetrovanej ploske, pismenom o budeme oznaCovat normdlové
napdtie, ktoré je kolmé na rovinu rezu a pismenom 7 $mykové napdtie, ktoré lezi v
rovine rezu Obr.
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Jednotlivé napétia si definované vztahmi:

_ i AP _dP
P= 0 As ~ 4s
AN dN
_ o AN dN 2.2
+50 AS  dS (22)
AT 4T
T AS T ds

Normaéalovému napétiu priradujeme tiez znamienko, a to: kladné, ked zmysel sily AN
smeruje von z plochy rezu a nazyvame ho napatim tahovym. Ak je zmysel sily AN
opac¢ny, priradujeme mu znamienko zdporné a takéto napétie nazyvame tlakové. Na
orientécii $mykového napétia obvykle nezalezi, ale len na jeho velkosti.

Iné napétie ako tahové, tlakové alebo §mykové na plogke AS nie je myslitelné. Ich smer
a vel'kost zavisi od vonkajsieho zataZzenia a od velkosti a polohy plosky AS. Pri kazdom
druhu naméhania sa moéZzu vyskytovat iba tieto napétia, a to kazdé samostatne, alebo
v ich kombinacii.

Z Obr. 23 je zrejmé, ze:

o =pcosy T=psing p=+Vo2+ 72 (2.3)

2.2.4 Zakladné pripady naméahania

V bode C sme ur¢ili vyslednicu vnutornych sil pre rezova plochu S. Této vyslednica P
je v statickej rovnovahe s vonkajsimi silami, posobiacimi na ¢ast telesa A, Obr. 241

Fy

Fy

Obr. 2.4. Zlozky vyslednice vnutornych sil

Prelozme vnutorna silu P do taziska T plochy prierezu S a rozlozme ju do sturadni-
covych osi z, y, z, z ktorych os x je kolmé na rezovu rovinu. Tieto zlozky vyslednej
vnutornej sily st na obrazku vyznacené P, P, a P,. Aby tato transformacia sily bola
ekvivalentna, treba k prelozenej sile P pripojit dvojicu sil, ktorej zlozky otacavého
ucinku do stradnych osi sa My, M,, M,. Tak sme dostali v tazisku plochy prierezu
Sest zloziek vyslednice vnttornych sil (tri sily a tri momenty sil). Ak posobi v tazisku
plochy S viac zloziek vyslednice vnutornych sil ako jedna, hovorime o kombinovanom
(zloZenom) namdhani. Ak posobi v uvazovanom reze len jedna z uvaZovanych zloZiek,
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hovorime o jednoduchom (prostom) namdhani. Podla toho rozoznavame pat zéklad-
nych (jednoduché, prosté, ¢isté) pripadov naméahani: prosty tah (tlak), prosty Smyk,
prosté krutenie, prosty ohyb a vzper.

Prosty tah (tlak)

O prostom tahu alebo tlaku hovorime vtedy, ak v myslenom reze pdsobi len zlozka
vyslednice vnutornych sil P, = N (Obr. [2Z35h). Najjednoduchsi pripad tahového nama-
hania je tenka priama ty¢, konstantného prierezu namahana osovou silou ' (Obr. 25b).
Najjednoduchsi pripad tlakového naméhania je pripad podla Obr. 225k. Pretoze v mys-
lenom reze podsobi vyslednica vnutornych sil na normale k prierezu, pri tahu, resp. tlaku
vznik4 normalové napétie o (4o pre tah a -o pre tlak). Takto st namahané napriklad
pruty a pritové sistavy, vodice a land, mechanické prvky mechatronickych systémov
pospajanych navzajom klbmi a iné.

11

() (b) ()

Obr. 2.5. Cisty tah, tlak

Fy

Prosty smyk

O prostom Smyku hovorime vtedy, ak v myslenom reze pdsobia len zlozky vyslednice
vnatornych sil P, a P, (Obr. Z6h) alebo len jedna z nich. Vyslednad $mykova sila
v danom reze je dana vektorovym suc¢tom obidvoch zloziek. Najjednoduchsi pripad
$mykového naméahania je strihanie materialu (Obr. [Z8b). PretoZe vyslednica vnutor-
nych sil lezi v myslenom reze, pri prostom Smyku vznikd $mykové napétie 7.

I3 ) F

g |

Obr. 2.6. Cisty smyk
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Prosté krutenie

O tomto druhu namahania hovorime vtedy, ak v myslenom reze zo vSetkych moznych
zloziek posobi len moment M, = My, ktorého rovina posobenia je totozna s rovinou
rezu (Obr.[Z7h). Najjednoduchsi pripad namahania tohto druhu je kritenie tyce (hria-
del'a) kruhového prierezu (Obr. Z7b).

F Y

Obr. 2.7. Cisty krut

Kritenim st napr. namahané hriadele a osi to¢ivych strojov a pohonov.

Prosty ohyb

O prostom ohybe hovorime vtedy, ak v myslenom reze p6ésobi len moment M, alebo len
M, Obr. 2:8h. Ak posobia obidve zlozky sii¢asne, hovorime spravidla o §ikmom ohybe.
Najjednoduchsi pripad tohoto druhu naméhania je znézorneny na Obr. Z8b. Kon-
Strukéné prvky prenasajice ohybovy moment nazyvame nosniky.

Y Y
Fy
Yy
M.
T
Fy
Z M.
Obr. 2.8. Cisty ohyb
Vzper

Podobne ako pri prostom tlaku i v tomto pripade posobi v myslenom reze tlakova sila
P, = N Obr. 2Z0h. Ak prie¢ny prierez tyce je proti jej dlzke maly ($tihly pruat), dojde
po prekroceni urcitej (kritickej) hodnoty osovej sily k vybo€eniu priamej pozdlZnej osi
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pritta, ty¢ sa prehne, az sa zlomi — strati stabilitu Obr. Z8b. Stratit stabilitu moézu kon-
strukéné prvky (stihle, tenkostenné) naméahané tlakovou silou, ako st napriklad praty
a nosniky senzorovych a aktuatorovych systémov a inych mikro-elektro-mechanickych
prvkov.

Obr. 2.9. Vzper stihleho prata

2.2.5 Pomerné predlZenie a pomerné skosenie

Ak naméhame priamu ty¢ tahom podla Obr. 210k, pozorujeme, ze ty¢ sa predlzuje
a jej prierez sa zuzuje. ZiZenie prierezu tyce oproti jej predlZzeniu byva zanedbatelné.

dy

Ady

Al

Obr. 2.10. Namahanie osovou silou

Dvoma rovnobeznymi myslenymi rezmi vyberme z tyce valé¢ek nekoneéne malej vysky
dy vo vzdialenosti y (Obr. ZI0b) od spodného okraja tyce. ZataZenim tyce sa valtek
predlzi o hodnotu Ady.

Pomer Ad
e=2% (2.4)

dy
nazyvame pomerné predlzenie tyGe. Je to predlzenie pripadajice na jednotku dizky
tyce. Ak je pomerné predizenie vo vietkych bodoch prierezu a vo vietkych prie¢nych

30



prierezoch rovnaké, mozno celkové predizenie tyce vyjadrit vztahom

1 l
Al:/Ady:/sdy:EZ (2.5)
0 0

Odkiafl
€= — (2.6)
l
Ako vidiet z tychto rovnic pomerné predizenie je veli¢ina bezrozmerna.
Uvazujeme elementarnu ¢ast plochy prierezu ABCD s rozmermi dx, dy podla Obr. 2111
ktora sa vplyvom Smykovych napéti 7 pretvori, ako je to na obrazku vyznacené.

du
ST, ,
A 2B ___B
//A? //
// /
/
dy v/ v,/ dy’
/
D|/ dx cl/

Obr. 2.11. Pomerné skosenie

Ak je toto pretvorenie malé, mozeme zmenu dlzky dy zanedbat. Posunutie du moézeme

potom vyjadrit vztahom
du = tan~y dy (2.7)

pretoze
dy’ = dy (2.8)

Kedze uhol v je maly, mozno pisat:

tany = v (2.9)
takze bude
du =~dy (2.10)
a z toho pomer
du
= — 2.11
= (2.11)

nazyvame pomerné skosenie (tiez zmena pravého uhla v elementarnom hranoléeku).
Tak ako pomerné predlzenie, aj tato veli¢ina je bezrozmerni. Pomerné predlzenie
a skosenie su zakladné zlozky deformécie telesa.
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2.2.6 Pracovny diagram trhacej skisky

Informécie o pruznosti a pevnosti materidlu nam davaja skiusky mechanickych vlast-
nosti. Jedna z takychto skisok je trhacia skiiska tahom. Skiisobné ty¢ normalizovaného
tvaru a rozmerov sa upne do ¢elusti trhacieho stroja a postupne sa plynule zatazuje
prostym tahom. Pritom sa automaticky zaznamenéva zavislost medzi zatazenim a pri-
slugnym predizenim skugobnej ty¢e. Pri znamych rozmeroch skiiobnej tyce (poiatoény
prierez S, dlzka 1) mozno ziskat zavislost pomerného predizenia od napitia.

Na Obr. je nakresleny diagram napétia a pomerného predlzenia “mikkej” kon-
gtrukénej ocele. Ako vidiet na tomto obrazku, ¢ast zavislosti ¢ — ¢ aZ po bod U je
linearna, ¢ize napitie je imerné pomernému predizeniu. Napétie prislachajace bodu
U nazyvame medza umernosti oy. Pri skiske mozno najst také napétie, po hodnotu
ktorého bude mat ty¢ len pruzné deformacie. Toto napétie sa nazyva medza pruznosti
og. Bod E lezi spravidla vyssie, ale velmi blizko k bodu U. Ak skuSobnu ty¢ odlah-
&ime v stave pod medzou pruznosti, pruzné (elastické) deformacie vymiznu a sktSobna
ty¢ka nadobudne svoj pévodny tvar. Po prekro¢eni medze pruZnosti za¢nu vznikat
trvalé (plastické) deformacie. V bode K sa za¢ne skisobna ty¢ predlzovat bez toho, Ze
by napétie stupalo. Napétie prislachajuce bodu K (resp. K’) nazyvame hornd (resp.
spodnd) medza klzu. Velkost elastoplastickych deformacii pri dosiahnuti medze klzu pri
konstrukénych oceliach neprekracuje hodnotu 0,001 ~ 0,003.

opt

OKt
OE
ou

Obr. 2.12. Skaska v tahu

Najviiésia hodnota napétia pri skiaske je dana napétim op; (bod P) — medza pev-
nosti v tahu. Koneéné porusSenie nastava v8ak pri napati, ktoré prislicha bodu Z. Na
Obr. je ¢larkovanou ¢arou vyznaceny priebeh tej istej zavislosti, vztahovany vsak
na okamzity prierez skaSobnej vzorky. Material, pri ktorom nastava porucha po znac-
nych elastoplastickych deforméciach, sa nazyva huzZevnaty.

Na Obr. 2I3] je znazorneny diagram tahovej skugky liatiny. Tento material mé velmi
nizku medzu imernosti a nemé jasne vyhraneni medzu klzu. Medza klzu sa nachédza
blizko medze pevnosti materidlu. Takyto material pri ktorom nastane porucha bez vy-
znamnejsich elastoplastickych deformaécii, nazyvame krehkyj. Skrehntat moze aj povodne
hiZevnaty material, napr. vplyvom teplotného naméhania. Material krehne aj vplyvom
radia¢ného ziarenia. Typicky krehky material je tiez sklo, keramika a iné.
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OK

3

Obr. 2.13. Krehky material

2.2.7 Hookov zakon

Linearnu zavislost medzi napéatim a deforméciou do medze timernosti oy definoval roku
1860 Robert Hooke jednym zo zakladnych zakonov pruznosti a pevnosti:

g = konst. = F =tana alebo o= F¢ (2.12)

ktory nazyvame Hookov zékon.

Konstantu timernosti F nazyvame modul pruznosti v tahu. Modul pruznosti cha-
rakterizuje mechanicku vlastnost — pruznost materialu a je zavisly od druhu materialu
sktigobnej tycky. Pretoze pomerné predizenie € je bezrozmerna veli¢ina, ma modul pruz-
nosti v tahu rozmer napitia, teda [N.m~? = 1 Pa] alebo [N.mm~2=1 MPa = 10° Pa.

Tabulka 2.1. Modul pruznosti E vybranych materidlov

material Modul pruznosti E [MPa]
ocel 210000

hlinik 78000

sklenna vystuz optickych vlakien 50000

nikel 223950

zirkon 244270

alumina 69000
titanium-carbid 480000

kremik 130000 - 188000

Moduly pruznosti vybranych materidlov st uvedené v Tabulke 211 Modul pruznosti
roznych materialov je zavisly od technologii vyroby a jeho dalsieho spracovania, ako aj
od teploty. Fyzikalne vlastnosti materidlov mozno najst v materialovych listoch uvede-
nych bezne aj na internete.

Ak naméhame skuSobnt vzorku prostym Smykom, moZno skdskami urc¢it vztah
medzi Smykovym napitim 7 a pomernym skosenim 7. Na Obr. [ZI4] je nakresleny
diagram konstrukénej ocele, ktory sa zistil pri naméhani tenkostennej rirky prostym
kratenim.

Diagram sa podobé diagramu sktasok v tahu a mozno na fiom vidiet medzu tumernosti
7v (bod U) a medzu klzu 7 (bod K). Po medzu tmernosti plati vztah

T=Gv (2.13)
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Obr. 2.14. Zavislost medzi $mykovym napétim a pomernym skosenim

kde G je materiadlova konstanta a nazyva sa modul pruznosti v §myku. Pretoze «y je bez-
rozmern4 velifina, ma i tento modul (tak ako aj E) rozmer napétia. Hodnota modulu
pruznosti v smyku pre ocel je G = 0,8 x 10° N.mm 2 = 0,8 x 10! N.m 2.

Ak je modul pruZnosti materidlu v danom bode vo vSetkych smeroch rovnaky,
hovorime, Ze latka je izotropnd. Materidly pouzivané v konstrukénej praxi povazujeme
spravidla za izotropné a homogénne, t. j. také, ktoré majua vo vsetkych smeroch a bodoch
rovnaké materidlové vlastnosti. V opa¢nom pripade hovorime o anizotropnych ldtkach.
Modul pruznosti, ako aj iné vlastnosti materialov, mozno najst na web strankach, napr.
aj na stranke www.mems.org.

2.2.8 Priec¢ne zuzZenie

Sucasne s predlzenim sktsobnej ty¢e v smere pozdlznej osi pozorujeme pri prostom
tahu aj skratenie jej prie¢nych rozmerov. Toto skratenie je, ako ukazali skusky, v roz-
sahu platnosti Hookovho zakona pri izotropnych materidloch imerné napétiu o, a tym
i osovému pomernému predlzeniu e,. Ked vytkneme zo skuSobnej tyce elementarny
hranol¢ek (EH) podla Obr. 215 potom moZno prieéne zuZenia v smere y a z opisat
rovnicami Ad
o o

Sy:d—yy:—%:—m:—l/ﬁzfz (2'14)
Stcinitela m nazyvame Poissonova konstanta. Casto, najma v numerickych metédach,
sa pouZziva jej prevratend hodnota, ktora nazyvame Poissonovim ¢islom a oznacuje sa
pismenom gréckej abecedy v. Pre ocel je Poissonova konstanta

_ 1o
3

m (2.15)

resp. Poissonovo ¢islo

- 2.1
v=—=03 (2.16)

Poissonové ¢islo v i konStanta m st bezrozmerné veli¢iny, pri¢om ich hodnota zavisi od
typu materialu. Da sa dokazat, ze v € (0;0,5), resp. m € (0;2).
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Obr. 2.15. Deformécia pri jednoosovej napétosti

2.2.9 Energia napatosti

Energiou napétosti rozumieme energiu, ktord sa skumuluje v poévodne nezataZenom
telese, ked nadobudne ur¢ité pretvorenie, a to od vSetkych vnutornych sil posobiacich
na nekonecne malé elementy telesa. Tato energia — za predpokladu platnosti Hookovho
zékona — sa rovné praci vonkajsich sil, vykonanou pri pretvoreni telesa. Vonkajsie
a vnutorné sily musia byt pritom v statickej rovnovahe.

Deformac¢nii pracu vonkajsich sil — podl'a definicie znamej z fyziky — uréime podla
vztahu

W= /Fds (2.17)

kde F' je zatazujaca sila, ktora posobi na drahe s. Energiu napétosti uréime osobitne
pre normalové a osobitne pre Smykové napétia, pricom vyuZijeme horeuvedeny vztah.

Energia napitosti normalovych napéati

Pri namahani normalovym napétim v smere osi  vznika deformacia elementarneho
hranola podl'a Obr. Za predpokladu platnosti Hookovho zakona je zavislost me-
dzi napétim o a pretvorenim e linearna.

Vnutorné sila posobiaca na plochu dS elementarneho hranoléeka bude dF = odS.
Potom elementérna deformacné praca dW,, ktora sa rovna energii napétosti dA, ele-
mentarneho hranol¢eka, bude

Adx edx
dW, =dA, = /dF ds = / odSd(Adr) = / o dydz d(edx) (2.18)
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Obr. 2.16. Energia napétosti normalovych napéati

Pretoze 0 = E¢ a dx, dy a dz st konStanty, moZno tiato rovnicu upravit do tvaru

edx edx
E E 1 1
dA, = dydy E d(edr) = dy dz— drd(edr) = dydz—(cdr)®= = —Ee*d
yy/s(sm) yzdx/ex(ex) yzdgc(eac)2 25V
0 0
(2.19)
kde dV = dx dy dz je objem elementu. Celkova energia napétosti potom je
1 9 1

\4 \%4

Poznamka: Energia napatosti A, je vzdy kladn4, i ked pdjde o namahanie v tlaku.
Vtedy

1
A= /(—a)(—e) av = /UedV (2.21)
v v
Energia napitosti Smykovych napéti
Podobne ako pri normalovych napétiach, mozno vyjadrit energiu napétosti Smykovych

napéti (Obr. 217)

A, = %/mdv (2.22)
14

Celkova energia napétosti v danom telese je vo vSeobecnom pripade dana si¢tom ener-
gie napatosti normalovych a Smykovych napéati

A=A, + A, (2.23)
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Obr. 2.17. Energia napétosti Smykovych napéti

2.2.10 Castiglianova veta

Uvazujeme poddajné teleso, ktoré je zatazené rovnovaznou silovou sistavou Fy, Fo, ...,

Fi,..., F, (Obr. ZZIR).

Obr. 2.18. Castiglianova veta

Posobiska vonkajsich sil na povrchu telesa sa pri pretvoreni telesa posunt o hodnoty
Uy, U2,eeey Ujy..., Up. PretoZe napéitia o a 7 st v koneénom désledku pre teleso da-
nych rozmerov funkciou zatazujucich sil, bude aj celkova energia napéatosti funkciou
sil A= f(F, Fs, ..., F;, ..., F,). Ak zva¢sime napr. silu F; o velmi mala hodnotu dF;,
zZVACSi sa posunutie o du; a energia napéatosti o hodnotu

0A

dA = oOF,

dF; (2.24)
takZze energia napétosti bude

i

kde A je préaca sily F; na posunutiach (u; + du;), a st¢in dvoch malych veli¢in dF; du;
zanedbame. Potom

0A
resp.
0A
u = g (2.27)
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Vysledna rovnica je matematické vyjadrenie prvej Castiglianovej vety, podla ktorej
posunutie pdsobiska I'ubovolnej sily pri deformécii telesa (za predpokladu platnosti
Hookovho zékona) sa rovné parcialnej derivacii celkovej energie napétosti podla tejto
sily. Zmysel posunutia sily u; sihlasi so zmyslom sily F;. Analogicky pristup sa pouziva
pri odvadzani rovnic met6dy konecnych prvkov z principu minima potencialnej energie.

Poznamka: 1. Castiglianova veta vyzaduje taktiez platnost zdkona superpozicie icin-
kov, ktory si vysvetlime neskor. Zékon superpozicie ucinkov hovori: Ak na teleso pdsobd
sustava vonkagjsich sil, potom vysledny napdtovy a deformacny ucinok sa rovnd suctu
ucinkov od jednotlivijch sil, pricom nezdlezi na poradi posobiacich sil.

Pri odvadzani tejto vety sme mohli v8ak znakom F; oznacit aj moment tocivej
dvojice sil M; a znakom w; zase prislusné natoc¢enie ; (Obr. 2.T9]).

Obr. 2.19. Uhol natocenia

Postup i vysledok by boli rovnaké a preto mozno tieZ pisat:

04
oM,

1. Castiglianova veta sa vyuZiva najméa v analytickych metédach vypoc¢tu deformécie
telesa v tvare jednoduchsej pritovej ¢i nosnikovej konstrukcie, kde mozno celkovi ener-
giu napétosti vyjadrit v uzatvorenom tvare. Treba pripomenit existenciu aj 2. Castig-
lianovej vety, ktora sa pouziva pri analytickom vypoéte staticky neurcitych viazbovych
reakcii.

@i (2.28)

2.2.11 Miera bezpecnosti a dovolené namahanie

Trhacia skugka v tahu nam déva dolezité udaje o mechanickych vlastnostiach materialu.
Ak z nej pozname medzu klzu a medzu pevnosti materidlu, mozeme urcit pre kazda
technickd dlohu velkost mechanického napétia, ktoré mozeme pokladat za bezpecné.
Toto pripustné napétie volame dovolené namdhanie. Pri volbe dovoleného naméhania
pre ocel si treba uvedomit, Ze tento material pri napatiach pod medzou tmernosti
moZeme povazovat za dokonale pruzny a pri napétiach nad touto medzou dochéadza
k trvalému plastickému pretvoreniu. Ak chceme pripustit len pruzné deformacie, do-
volené namahanie musi byt nizsie ako je medza timernosti daného materialu. Pretoze
zistovanie tejto medze je dost obtiaZne a jej poloha zavisi od presnosti merania, be-
rieme na urcenie dovoleného naméhania materiadlu obycajne medzu klzu alebo medzu
pevnosti. Velkost dovoleného naméhania potom uréujeme podla rovnic

Cdov = IK resp. Odov = e (2.29)

SK Sp

kde sk, resp. sp st miery bezpec¢nosti vzhladom na medzu klzu ok, resp. na medzu
pevnosti op.
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Pri konstrukénych oceliach a inych hiizevnatych materidloch berieme obvykle za
zéklad na vypocet dovoleného naméahania medzu klzu ox. Pri statickom namé&hani
pritom uvazujeme mieru bezpeénosti sx € (1,4 ~ 1,6). Pre krehké materialy (liatinu
a pod.) berieme za zéklad na uréenie dovoleného naméhania medzu pevnosti op;. Mieru
bezpecnosti volime v zavislosti od presnosti zvoleného matematického modelu danej
konstrukcie, ako aj metddy rieSenia homogenity pouzitych latok. Pre mnohé konstrukcie
st hodnoty miery bezpe¢nosti uréené normami STN, resp. EN.

Podl'a rovnakych metod volime dovolené namahanie v §myku

P

TK
Tdoy = — resp. Tdow = — (2.30)
SK Sp

Vzajomny vztah medzi 0oy @ Tgo, MmoZno urdit pomocou hypotéz pevnosti. Pre huzev-

. ci1 s Odov N PR . PR
naté materialy je pomer ——~ = 0, 6. Je zrejmé, Ze ak stciastka ma pracovat s prislusnou

Tdov
bezpecnostou, potom pre prislusny zakladny pripad naméahania musi byt splnené pev-

nostnd podmienka
Omaz < Tdov (231)

alebo
Tmax S Tdov (232)

kde 0imaz, T€SP. Tmae S0 maximéalne hodnoty napétia v najviac namédhanom priereze,
¢i v bode mechanického prvku. Ak je mechanicky prvok namahany kombinovanym
(zlozenym) sposobom, ked v hmotnych bodoch vznikaja si¢asne normaloveé aj Smykove
napétia, potom mé pevnostni podmienka tvar:

0r < Odov (233)

Redukované (porovnavacie) napétie o, sa vypoéita s prislusnej hypotézy napétia pre
dany stav zloZenej napétosti. Predstavuje fiktivnu hodnotu napétia v bode telesa pri
kombinovanom naméhani pretransformovana na jednoosovii napéitost v ¢istom tahu

(tlaku).

2.2.12 Napitost a deformacia v bode telesa
Pojem napétosti v bode telesa

Uvazujme hmotné kontinuum zatazené vonkajsimi silami. Zodpovedajuce hmotné body
vo vnutri telesa pésobia vzajomne na seba plo$nymi silami, ktoré nazyvame vektor na-
patia. Napétie p v Tubovolnom bode telesa bude funkciou velkosti plosky, na ktorej
posobi vektor napétia, jej orientacie vzhladom na vztazny stradnicovy systém a od
polohy uvazovaného hmotného bodu. Orientacia sledovanej plosky “hmotného bodu”
je dané volbou rezovej roviny. KedZe danym bodom moZno prelozit nekoneény podet
rezovych rovin, v danom bode mame nekone¢ny pocet vyslednic vnutornych sil. Na-
patost v bode telesa je mechanicky stav, dany sthrnom napéti v jednotlivych rezovych
rovinach, ktoré mozno danym bodom preloZit. Vzhladom na tenzorové vlastnosti na-
pétia je napatost v bode dostato¢ne uréena, ak pozname napétia, posobiace v rovinach
elementéarneho hranoléeka (fyzikilny model hmotného bodu).
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Napéatost vo vSeobecnosti delime na:
1. priestorovu (trojosovii),
2. rovinnua (dvojosovii),
3. priamkovi (jednoosovi).

Na urcenie druhu napéatosti v bode telesa, spésobenom vonkajsimi silami, uvazujme
elementarny hranol dz, dy, dz (Obr. [2:20). U¢inok odstranenych ¢asti nahradime vnu-
tornymi silami.

Obr. 2.20. Napétost v bode telesa

Napétie moZe byt vo vSeobecnosti rozloZzené po priereze nerovnomerne, no na stenach
elementarneho hranola toto rozlozenie mdéZzeme pokladat za rovnomerné. Vnitorné sily
pripadajice na jednotku plochy, teda vektory napétia, prechadzaju taziskami prislus-
nych ploch. Z podmienok rovnovahy hranola je zrejmé, Ze p, = p,, py = p;, p= = Dl
Ak su v8etky napétia nenulové, ide o priestorovi napdtost. Ak nadjdeme polohu elemen-
tarneho hranola v telese tak, Ze v dvoch protilahlych stenach buda napétia (napr. p.)
rovné nule (Obr. [ZZ]]) a v ostatnych stenach st napétia nenulové, ide o napdtost ro-
vinn.

Dy y

1
1
1 1 »
1 /sz Ty k---5 Pz
1 1
- : ] Oz i Tz i
1
1 H [T T
] JLE—— —) ; P O
px // . €T { __ Y !
’ H Pz T2
<
H T
P }
Py Dy Ty

Obr. 2.21. Rovinna napatost
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Ak najdeme takd polohu elementarneho hranola v bode telese, aby napr. p, a p, boli
rovné nule (Obr. 222]), musi byt p, = ¢,, potom hovorime o priamkovej napdtosti.

Y

A
v

14
dx €T

stopa roviny u
Obr. 2.22. Jednoosova napétost
Z uvedeného vyplyva, Ze priamkova napétost je Specidlnym pripadom rovinnej resp.
priestorovej napatosti. Dalej si ukdZzeme, Ze ak poznédme napétia v rovinach elementar-

neho hranola, potom moZno z nich ur¢it napétia v lubovolnej inej rovine, prechadza-
jacej danym bodom.

rovina

Obr. 2.23. Urcenie o a 7 v rovine p jednoosovej napétosti

Jednoosova napiitost

Ulohou bude z napitia o, uréit napitia v I'ubovolnej rovine u, ktora prechadza da-
nym bodom. To ndm potom umozni klasifikovat napétost v danom bode a uréit roviny,
v ktorych st napétia extreméalne. Elementarny hranol rozrezeme rovinnou p (Obr.
a[Z24). Z podmienok rovnovahy vnitornych sil elementu (Obr. 2:24) do smeru normé-
lovych a Smykovych napéti dostaneme

ZFn:O: odS —o,cospdS =0

(2.34)
ZFt =0: 7dY —o,sinpdS =0

, napitia v rovine p budt: o = o, cos? ¢ a T = 0, sin p cos .

d
Pretoze dS’ = 5
cos @
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Obr. 2.24. Rovnovaha vnutornych sil

Ak pouzijeme vztahy

1 2
costp = 5+ =5
sin 2¢ (2.35)
singcosp =
2
potom
o= % + 02_3: cos 2¢p
(2.36)

Or .
= —sin2
T 5 sin 2¢p

KedZe v tychto rovniciach nevystupuje plocha dS a ani Ziadna materidlova konstanta,
napéatie o a 7 zavisi len od o, a uhla . Hladanim extrému pre napétie o zistime, Ze
normélové napétie je najvicsie v rovine kolmej na o(¢ = 0)

[Uka:o = Omaz = Oz (237)
a minimalne v rovine na nu kolmej (¢ = 90°)
[U]Lp:% = Omin — 0 (238)

V tychto rovinach sa Smykové napétie rovna 0. Naproti tomu Smykové napétie je ma-
ximéalne v rovinach uréenych uhlami ¢ = 45°, resp. ¢ = 135°

[TLP:% = [TLP:ST” = Tmaz = 7 (239)

pri¢om normalové napétie tam nie je nulové. Znézornenie priamkovej napétosti pri
Gistom tahu (tlaku) je znézornené na Obr. Z velkosti napétia v jednotlivych
rovinach je zrejma volba rezovej roviny (kolma na osové sily) pri namahani osovymi
silami. V tejto rovine je napéatie maximalne, a ked nemé nastat poruSenie tyce, potom

Omaz = Oz < Odov (240)
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Obr. 2.25. Napétie o a 7 vo vybratych rovinach

Mohrova kruznica jednoosovej napétosti

Priebeh napétia o a 7 v rezovych rovinach v zavislosti od uhla ¢ moZno znézornit
graficky, ked rovnice prepiSeme na tvar

Oy O 5
— = = = cos
7Ty T 14

x .
_ =
T sin 2¢p

(2.41)

Po umocneni a s¢itani tychto rovnic dostaneme:

(o - %)2 472 = (%)2 (2.42)

Ak vo zvolenom sturadnicovom systéme vynaSame na os x napétia o a na os y napétia
7, potom vysledn4 rovnica je rovnicou kruZnice

(x—m)>+y* = R? (2.43)

. . . . (o . .
ktorej stred lezi na osi o vo vzdialenosti m = 73: od pociatku suradnicového systému,

2 O—LE . ~ . . ~ . . . .
mé polomer R = T Tuto kruznicu nazyvame Mohrovou kruznicou jednoosovej napé-

tosti (Obr. 2226). Medzi elementarnym hranolé¢ekom a Mohrovou kruznicou plati tato
zavislost:

Kazdej rezovej rovine elementarneho hranola zodpoveda na Mohrovej kruZnici jedno-
jednozna¢ne jeden bod, ktorého sturadnice st hodnotami napétia o a 7 v prisludnej
rovine.

Postup grafického rieSenia napétia o a 7 v lubovolnej rovine u je takyto:

1. Pre dané o, zostrojime Mohrovu kruznicu (Obr. [Z20]).

2. Od bodu na kruznici, ktory zodpoveda rezu £ v elementarnom hranole, nanesieme
stredovy uhol 2¢ v rovnakom zmysle, ako v elementarnom hranole (vZdy od £ ku

14)-

3. Sprievodi¢ stredového uhla 2¢ vytina na Mohrovej kruznici bod p, ktorého st-
radnice urcéuju v prislusnej mierke velkost napéti o a 7.
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Body I a II predstavuji polohu 1. a 2. hlavnej roviny jednoosovej napétosti. Im pri-
slichaja prvé hlavné napétie oy = o, a druhé hlavné napétie jednoosovej napéatosti
orr = 0. Hlavné roviny napétosti st v bode telesa na seba kolmé.

Mohrova kruznica istého tahu (Obr. 2228]) je znazornena na Obr.

T " i

Tmaz

O g Oy 2p !
4—/ s II I

® 0 £ o

Tmazx

¢ K
0/2
Ox

Obr. 2.26. Mohrova kruznica jednoosovej napétosti

Rovinna (dvojosova) napitost

Uvazujme rovinnd napétost zadant napétiami p, a p, (p. = 0) podla Obr.

Y
oDy
Jy ]
1
i
LI
ETyx ﬂ----lpm
Oy 5: Txy i
I bl
_____ Tyxi
Pz < yr . >
yq '
1
!’
py %

Obr. 2.27. Rovinna napatost

Tieto napétia rozlozime do smerov stiradnicovych osi. Dostaneme tak normélové napa-
tia 0, a oy a Smykové napétia 7.y, Tye. Prvy index Smykového napétia, napr. 7, znaci,
ze posobi na ploske kolmej na os x. Druhy index oznacuje smer posobenia napétia.

Z momentovej podmienky rovnovihy vnutornych sil k bodu s dostaneme:

d d d d
ZMfw:mmm§+wmm%—%mm§—%mm§:o(m@

a po uprave
(2.45)

Toy = Tyz = Tz
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PretoZe elementarny hranol je vlastne bod telesa, moZno v8eobecne povedat, Ze v ur-
¢itom bode telesa st v rezoch vzijomne kolmych Smykové napétia rovnaké a smeruji
bud k priesec¢nici, alebo od nej a nazyvame ich zdruZené Smykové napdtia. Oznacujeme
ich potom podla toho, ku ktorej osi (priese¢nici) smeruji. V nasom pripade to je os z.
Podobne to plati aj pre Smykové napétia v ostatnych rovinach elementarneho hranola,

NapI. Ty = Tax = Ty & pod.

Napatia v myslenom reze p uréime z podmienok rovnovahy odrezanej ¢asti hranola

(Obr. 228)):

as’

—

Tz

TdeN o,dS’

Obr. 2.28. Urdenie o a T

ZF" =0: 0dS—(1.dS" +0,dS)cosp — (1,dS" + 7,dS")sinp =0
ZFt =0: 7dS—(0ydS" +7,dS)sing — (0,dS" + 7. dS")cosp =0

Ako vsak vidiet z Obr. 228 plati: dS’ = dS cosp a dS” = dS sin .
Dosadenim tychto vztahov do predchédzajucich rovnic dostaneme

0 =0, cosp+ Oy sin? ¢ 4 27, sin @ cos ¢

T zaxsingocosgo—Uysingocosgo+Tzsin2<p—7'zcoszgo

Tieto rovnice mozno d’alej upravit pouzitim vztahov

9 1+ cos2¢p . 9 1 —cos2¢p . .
cos”p = ———; sin” ¢ = ———; 2sin ¢ cos ¢ = sin 2¢
do tvaru
+ - .
o= Oz 5 Ty + Tz 5 Ty cos2p + T, sin 2
T:%sinmp—ncos&p

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

7 poslednej rovnice vidiet, Ze napétia o a 7 v reze u, ktory je odkloneny od rezu &
o uhol ¢, st nezavislé od dS a materidlovych konstant. Podobne ako pri priamkovej
napétosti mozno uréit rezy I. a II., v ktorych norméalové napétie nadobtuda extrémne
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hodnoty. Hladanim extrému funkcie 0 = o(p) nadjdeme maximélne o1 a minimalne o5
normalové napétie v tvare

O+ O Or — O 2
01,2 = I2 Y+ <I2 y) + 72 (2.50)

Roviny I. a II. nazyvame hlavné roviny a napétia o1 a o2 v nich posobiace hlavné
napdtia. Dalej by sme zistili, Ze v hlavnych rovinach st $mykové napétia nulové a hlavné
roviny napétosti st navzajom kolmé. Podobnym postupom pre maximalne $mykové

napétia dostaneme
2
T2 = i\/(L 5 Uy) + 72 (2.51)

Extrémne Smykové napétia, posobiace v dvoch vzajomne na seba kolmych rovinéch sa
od seba ligia len znamienkami (¢o znovu len potvrdzuje zakon zdruZenych Smykovych
napéiti). V rezoch, kde posobia extrémne Smykové napitia, sticasne posobia i norma-
lové napétia. Ak urobime sucet hlavnych napéti definovanych rovnicou pre maximalne
a miniméalne normalové napétie, dostaneme

o1+ 02 = 05 + 0y = konst. (2.52)

To znamena, Ze sicet norméalovych napéati v dvoch 'ubovolnych na seba kolmych rovi-
nach v tom istom bode telesa je konStantny a rovné sa suc¢tu hlavnych napéti. Tento
stucet je invariantny voci volbe vztazného stradnicového systému v danom bode. Preto
tato rovnicu nazyvame 1. invariant napéti. Pre rovinna napétost moZno obdobnym
sposobom ako pri jednoosovej napétosti zostrojit Mohrovia kruznicu. Tato kruZznica je
grafické znazornenie rovinnej napétosti v bode telesa.

Priestorova (trojosova) napitost

Vo v8etkych troch rovinach elementarneho hranola pésobia nenulové napétia. Priesto-
rova napétost je zadand tromi normélovymi napétiami o, oy, 0, a tromi zdruzenymi
$mykovymi napétiami 7,, 7, a 7, (Obr. [Z29), z ktorych moZno uréit vektor napétia
v Tubovolnej rovine elementéarneho hranola.

Oy

Tz
& » O
il ] I

Obr. 2.29. Priestorova napétost
Zo zloZiek tenzora napitia moZno urdit tri hlavné norméalové napéitia (ako hlavné
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hodnoty tenzora napitia) o1, o2, o3, ktoré posobia v troch navzajom na seba kol-
mych — hlavnych rovinach I, II, III. Pomerne zloZitym postupom moZno zostrojit aj
Mohrova kruznicu. Hlavné normélové napétia slizia na vypocet redukovaného napa-
tia z hypotéz pevnosti pri dimenzovani mechanickych prvkov podrobené zloZzenému
(kombinovanému) naméhaniu. PodrobnejSiu analyzu priestorovej napétosti vSak ne-
uvadzame a pri potrebe riesit takuto napéatost odporu¢ame pouzit literatiru uvedena
v zavere tejto monografie. Treba vSak uviest, Ze rovinna a priamkova napatost sua Spe-
cialne pripady priestorovej napatosti.

Pretvorenie v bode telesa

Analyzou pretvorenia telesa nazyvame skimanie zmeny vzdialenosti dvoch vybratych
hmotnych bodov telesa. Pretvorenim v bode telesa budeme rozumiet deforméciu ele-
mentarneho hranol¢eka. Ak elementarny hranol (Obr. 230) je zataZeny rovinnou na-
patostou, mozeme na zéklade zakona superpozicie u¢inkov jeho deformaéciu rozdelit na
pretvorenia od normélovych napéti o, o, a zmenu pravého uhla elementarneho hra-
nola (EH) od $mykovych napéti 7.

oy Ady Ty Yo dy
PN S S

N /P i / z /
dy| 7 “ I—»"I e e +72z97@ T T
, <—I ® _i l/,,_,)f"’ I—Tfylzdfc
i I Ll Ade e~ 7

Oy oy

dx

< 7

Obr. 2.30. Rovinné napétost - zlozky pretvorenia

PredlZenie stran hranola od normélovych napéti bude

Adr = e, dx
(2.53)
Ady = ey dy
Vysledné pretvorenie EH je na Obr. 2311 Uhlopriecka EH — ds sa zmeni na ds’
ds' =ds+ Ads = (1 +¢)ds (2.54)
resp. podla Obr. 2311
, \/ 2 2
ds' =\ (1 +ex)dz + 12 dy)” + (1 + &y)dy + Yo-dx) (2.55)
Ak potom celti rovnicu umocnime a vykratime ds a podla Obr. dosadime za
d d
d_i = cosp d—z =singp (2.56)
Dostaneme
(1+¢e)*= (14 es)dz + 712 sin <p)2 + ((1 +&y)dy + y2- cos @)2 (2.57)
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Obr. 2.31. Celkové pretvorenie EH

Vykonanim vyznac¢enych operacii a prijatim predpokladov, ze pomerné predizenie e,
€z, €y a uhlové pretvorenia 7., 2, s oproti jednotke velmi malé, mozno ich Stvorce
a suciny ako veli¢iny malé (vyssich radov) zanedbat a tak po tprave bude

€= e, 082 ¢+ gy8in® Y + (Y1, + 72.) sinpcos @ (2.58)

Ak este oznacime celkovi zmenu pravého uhla vy, = 1, + 72, a pouZijeme tiez vztahy

1+ cos2 Ex —
<,0+

cos? o = 5 5

Y cos 20+ % sin 2¢ (2.59)

dostaneme po tprave vztah pre pomerné predizenie uhlopriecky

_em—i—ey Ex —
) 2

Y cos 20+ % sin 2¢p (2.60)

Tento vyraz je analogicky s prvou rovnicou v (Z49) na urcenie o z danych o, oy a 7.
v rovinnej napétosti. V obidvoch rovniciach si navzajom zodpovedaju:

2
e -
o TR,
Oy R €y T, R 2= (2.61)
2
Oy R €y

Pouzitim tejto analogie mozno potom pouzit v8etky vysledné vzorce pre rovinnt napé-
tost, ak prislugné napétia nahradime pomernym predlZzenim a uhlovym pretvorenim.
Pre hlavné pomerné predlZenia a uhlové pretvorenia budu platit vztahy:

_ 2 2
s g (B2 (g)
2 2 2 (2.62)
% ] ;_Ey sin 2¢ — %cos?go

Podobne bude platit invariant pomernych predlzeni

€1+ €2 = €5 + €, = konst. (2.63)
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ako aj fakt, Ze moZno nakreslit Mohrovu kruZnicu pomerného pretvorenia v bode telesa.
Roviny hlavnych pomernych pretvoreni st na seba kolmé a nazyvaji sa hlavné roviny
deformécie v bode telesa. V hlavnych rovinach normalového pretvorenia si pomerné
skosenia rovné nule.

KedZze vo vgetkych tu odvodenych vztahoch sa nevyskytuje Ziadna materialova kon-
Stanta, platia tieto rovnice pre vSetky materialy, a to pre deformécie elastické i plastické,
a to tym presnejsie, ¢im sl pretvorenia mensie.

D& sa ukazat, Ze hlavné roviny mechanického napétia v kazdom bode telesa st
totozné z hlavnymi rovinami pomernej deformacie.

Podobnym spdsobom mozno odvodit vztahy pre jednoosovy i trojosovy stav deformécie
v bode telesa.

2.2.13 Zovseobecneny Hookov zakon

Vzajomnu zéavislost medzi napétim o a pomernym predlzenim ¢ ty¢e nam vyjadruje v
linearne pruznej oblasti zatazovania Hookov zékon v tvare

oc=Ee (2.64)

kde E sme nazvali modulom pruZznosti materialu v tahu. Platnost Hookovho zékona sa
zovieobechiuje aj pre rovinni a priestorovii napétost. Vo vsetkych d'alsich vztahoch bu-
deme predpokladat v kazdom bode uvazovaného telesa izotropné mechanické vlastnosti
materidlu.

Hookov zakon jednosovej (priamkovej) napétosti

Treba uréit pretvorenie elementarneho hranola, na ktory posobi len napétie o, (Obr.

232).

Obr. 2.32. Pretvorenie hranola

Pre smer osi  mozno napisat Hookov zékon

o Adx
or=FEe, = e,=—="2

5= (2.65)
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Okrem predlZenia €, sa hranol prie¢ne ztzi o rovnaké pomerné hodnoty (vyplyva to
z pozorovania deformacie tahanej tyce)

SR

Y dy m mE (2.66)
. _Adz__e_m__ax .

7 dz m  mE Y

Z toho vyplyva, Ze aj priamkova napéatost vyvolava priestorové pretvorenie.

Hookov zakon rovinnej napétosti

Rovinna napétost je urCena napétiami o, oy, 7.. Na zaklade zdkona o superpozicii
u¢inkov budeme vySetrovat pretvorenie hranola postupne od jednotlivych zloZiek na-
pétia (Obr. 2.33).

Ty
£, .. A
oy [ = outl e 4 |

dm LI |-

Tz‘_I &

Oy Oy

Obr. 2.33. Superpozicia u¢inkov

Vyjdeme z predpokladu, Ze normélové napétia sposobia pomerné predlzenie hran a dmykové
napétie sposobi zmenu pravych uhlov (pomerné skosenie) elementarneho hranola.
Pretvorenie od o,

£, =&, =— (2.67)

Pretvorenie od o,
o o
" " Y " Y
ey =g, = el = (2.68)

Celkové pomerné predizenie bude

1 o
1 o

ey =&+ &, = E(Uy - E) (2.69)
Oz + 0y

/ 1
&‘Z:g —"—&‘ = B —
200F mE

Pomerné skosenie od 7, je dané Hookovym zédkonom v Smyku

TZ
==z 2.70
=G (2.70)
Posledné styri rovnice nazyvame rovnice elasticity rovinnej napdtosti. Podobne ako pri
jednoosovej napétosti, aj pri rovinnej napétosti je pretvorenie priestorové. V $pecial-
nom pripade, ak €, je velmi malé, moZno ho v praktickych tlohéch zanedbat, a vtedy
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hovorime o rovinnej deformdcii.
Z tychto rovnic moZno stanovit inverzna zavislost

m?E Ey
T = (e +52)

m2 —1

m?E €x (2.71)
Ty = m2—1(€y+_)
7. =G,

ktord nazyvame zovseobecneny Hookov zakon rovinnej napétosti. Lahko mozno ukazat,
Ze v maticovom zapise bude mat tvar

M2
on m°E mFE 0 €s
m2—1 m?2 -1
2

o | - | mE m°E e 2.72
Y m2—1 m?2 -1 0 Y ( )

Tz 0 0 G e

> t) 1
Ak zohladnime platné vztahy: m = — a G = —————, potom mozno Hookov za-
v 2(14+v)

kon rovinnej napétosti vyjadrit v zavislosti od modulu pruznosti v tahu (tlaku) E
a Poissonovho ¢isla v v tvare

Oz 1 v 0 Ex

E
Oy | = 1= .2 v 1 0 - | €y (2.73)
Tz 0 0 ! ; v V=

Hookov zakon priestorovej napétosti

Postupnym uréenim pretvorenia hranola od napéti o, oy, 0, 7o, Ty, 72, (Obr. 2Z29)
a sCitanim jeho zloziek (podobne ako pri rovinnej napétosti) dostaneme

1 oy + 0o
7 =g = 77)
1 Or + 0,
o =g (- "07)
. _}(0__@j:@)
AN m (2.74)
Tx
Vo = 5
T
Yy = Ey
Tz
V= = E
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Tieto rovnice predstavuju rovnice elasticity priestorovej napétosti. Inverzné vztahy
k nim predstavuji zovseobecneny Hookov zdkon priestorovej napétosti

Op —

mE ( 5x+5y+5z>
Ex

S om+1 m — 2
mE (5 5z+sy+5z)
0- pr—
Y oom+1\Y m — 2
. mE 5z+5y+€z) (275)
7= m+1<5'zJr m—2
T =Gz
Ty =Gy
7. =G,
- . . e . s 1 E .
Upravou tychto rovnic pouZzitim Poissonového ¢isla v = — a G = ———— moZno
m 2(1 4 v)

maticovy tvar Hookovho v obvykle pouzivanom tvare

[ i [(1—v 1—-v 1-v 1T i
o €
’ 1 —ov 1w i-2 0 0 ’
1-v 1—v 1—-v
o €
Y —ov i—wi-20 0 0 !
o l—-v 1—v 1—v 0 0 0 .
: E |1-2v1-20 1-20 :
_ . (2.76)
1+v 1
Tz 0 0 0 3 0 0 Va
1
Ty 0 0 0 0 3 0 Yy
1
Tz 0 0 0 0 0 3 Yz
Po prislusnej uprave mozno dostat inverzny tvar Hookovho zakona v tvare
Ex 1 —v —v 0 0 0 O
Ey —v 1 —v 0 0 0 Oy
€z 1 —v —v 1 0 0 0 Oz
== : (2.77)
Ve E 0 0 0 2(1+v) 0 0 Ta
Yy 0 0 0 0 2(14v) O Ty
Yz 0 0 0 0 0 2(1+v) Tz
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Pomerna zmena objemu

Uvazujeme elementarny hranol s dizkou stran dz, dy a dz. Pretvorenie elementérneho
hranola je vo v8eobecnosti dané pomernymi deforméaciami €., ¢y, €, a pomernymi
skoseniami 7z, vy a .. P6vodny objem hranola bol

dV =dxdydz (2.78)

Ak zanedbame vplyv zmeny pravych uhlov hranola na zmenu dizok jeho hran, bude
zmena objemu sposobena predlZzenim (skratenim) hran hranola od pomernych predlzeni

dV' = (dz + Adz)(dy + Ady)(dz + Adz) = (1 +e5)(1 +gy) (1 + &,)dedydz  (2.79)

Po roznasobeni vyrazov v zatvorkach a zanedbanim mocnin veli¢in malého radu dosta-
neme:

dV' =drvdydz(14+e,+ey+e,) =dV + (65 + &y +£,)dV (2.80)
z toho zmena objemu
AdV =dV' —dV = (g4 + ey +£,)dV (2.81)
a pomerna zmena objemu

_AdV

G—W:f‘:x‘f‘f‘:y‘f‘fz (282)

sa rovna suétu pomernych predizeni stran hranola. Ak dosadime do pomernej zmeny
objemu rovnice elasticity priestorovej napatosti, dostaneme

m—2

0= (0z +0y+02,) (2.83)

Poznamka: V pripade v8estranného tahu alebo tlaku bude

Op =0y =0, =D (2.84)
¢o znamena, ze
m — 2
0= 3 2.85
o (2.85)

Pre nestlacitelné telesé je pomerna zmena objemu © = 0. Potom musi platit m —2 =0
a v tom pripade m =2 av =0,5.

Z hladiska fyzikadlneho vyznamu pre rovnice pomernej zmeny objemu musi platit

m—-2>20 = m>2

v <0.5) (2.86)

V opac¢nom pripade, t. j. pre m —2 > 0 = (m > 2), by bola, ako to vyplyva z hore
uvedenych rovnic, pri v8estrannom tahu pomerné zmena objemu © zaporné, ¢o zrejme
odporuje skuto¢nosti.
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Energia priestorovej napatosti

Celkova energia napétosti bude dana suctom energii napétosti od jednotlivych napéti
Oy, Oy, Oz, Tgy Ty, Tz:

A=A;, + A5, +---+ Ay, (2.87)
Vyuzitim vztahov z tvodu tejto kapitoly potom plati
1
A= 5/(0z5x+~~+7z%)dv (2.88)
v

Merna energia napétosti (na jednotku objemu) bude

dA 1
(Ux€x+"'+7z7z) (289)

A = —— = —
LTav T 2

Ak pouzijeme rovnice elasticity, dostaneme

+ L4 (2.90)

T 9E

Q |@ﬁm
Q |N\‘M

Q |E€\‘M

1 2
A —(Ui—i—ai—i—ag)—E(Uxay—i—ayaz—i—axaz)—l—

Ak je priestorova napéatost zadana hlavnymi napétiami o1, oo a o3 (Smykové napétia
st v hlavnych rovinadch EH rovné nule), posledna rovnica prejde do tvaru

A = %(0% + 02402 — %(01 o2 + 0203+ 01 03)) (2.91)

V pripade rovinnej napétosti treba do poslednych dvoch vztahov dosadit o, = 7, =

7y = 0, resp. o3 = 0.

V pripade jednoosovej napéatosti je len o, rézne od nuly, resp. o; je roézne od nuly.
Ako uz bolo uvedené, jednou z metdd zostavenia MKP — rovnic pruzného telesa

je minimalizacia jeho potencidlnej energie, ktorej jedna ¢ast je hore uvedena celkova

energia napatosti.

2.3 Riesenie statickej ilohy pruznosti metédou konec-
nych prvkov

Zakladnym problémom rieSenia statickej tlohy pruZného telesa je urcit deforméciu
a mechanické napétie v hmotnych bodoch kontinua ako odozvu na pdsobenie vonkaj-
gich zatazujucich sil. Na zéklade tejto odozvy moZno posudit tnosnost, spolahlivost,
Zivotnost a bezpecnost mechanickych prvkov a sustav. Pocitacovo orientované nume-
rické metody, ako napriklad metoda koneénych prvkov, ndm umoziuju vychadzat z
relativne velmi presnych a redlnych podmienok jedno-jednozna¢nosti rieSenia rovnic
MKP (geometria, materidlové vlastnosti, okrajové podmienky), ¢im mozno dosiahnut
velmi presné a pritom vysoko efektivne rieSenie. Oblast mechaniky, ktora sa zobera
vyvojom a aplikdciou numerickych, poéitac¢ovo orientovanych metod, sa nazyva Vypoc-
tova mechanika (Computational mechanics). VSeobecny postup vypoctovej mechaniky
mozno zhrnat do tychto bodov:

54



e zostavenie zakladnych rovnic tlohy;
e implementacia vypoctovej metody;
e vytvorenie pocitatového programu a jeho aplikidcia na rieSenie konkrétnej tlohy.

Zakladné rovnice elastostatickej analyzy opisuji kinematiku, kinetiku, konstitutivne
rovnice a termodynamiku deforméacie telesa. Kinematické rovnice obsahuju vektorové
pole posunutia hmotnych bodov telesa ako funkciu polohy prislusného hmotného bodu,
z ktorého mozno ur¢it pole pomernych pretvoreni okolia hmotnych bodov (pozri pod-
kapitolu 222.T2)). Kinetické rovnice definujt vnttorné sily a mechanické napétia (pozri
podkapitolu ZZ2T2)). Konstitutivne rovnice predstavuje Hookov zakon (pozri podkapi-
tolu ZZ2T3)). Termodynamika deforma¢ného procesu spociva v zakone zachovania po-
tencialnej energie vnutornych a vonkajsich sil pésobiacich na povrchu a v objeme telesa.
Ak za priméarnu neznamu v zakladnych rovniciach zvolime pole posunutia bodov telesa,
potom hovorime o deformac¢nej metdde. Ak za primarnu neznidmu zvolime vnitorné sily,
potom hovorime o silovej metode. Ak sa na urcitej mnozine hmotnych bodov povazuju
za primarnu neznamu posunutia, a na inej mnozine bodov sily, hovorime o hybridnej
alebo tiez zmieSanej formulécii zékladnych rovnic. V elastostatike poddajného telesa
sa presadila deforma¢né metoda, pretoZe na urditej ¢asti telesa st posunutia vzhladom
na uloZenie telesa znamou veli¢inou. Zakladné rovnice MKP moZno odvodit:

e priamou tuhostnou metddou;
e cnergetickou metodou;
e varia¢nou metodou.

Priama tuhostné metodda, zaloZend na priamom vztahu medzi silami a posunutiami, je
vhodna pre takzvané jednorozmerné prvky — prutové a nosnikové. Pre prvky spojitého
telesa sa osvedc¢ila variaéné metdda zalozena na principe virtualnych prac. Energeticka
metbdda je typicka inzinierska metoda, ktoré je zaloZené na principe minima potencial-
nej energie, a mozno ju uplatnit pre vSetky typy kone¢nych prvkov. Z priamej tuhostne;j
formulacie MKP bol prevzaty len zakladny princip, Ze rieSena oblast (teleso) sa diskre-
tizuje na jej kone¢né Casti — kone¢né prvky, ktoré si navzéjom pospajané v uzlovych
bodoch. Cez tieto uzlové body sa prenasaju vSetky sily a pretvorenia telesa. Rozdele-
nie neznamych veli¢in v ostatnych bodoch elementu sa aproximuje zo znamych hodnot
v uzlovych bodoch prostrednictvom “nahradnych” (tvarovych) funkcii. Takto formulo-
vané rovnice rieSia dany problém len pribliZzne a presnost rieSenia zavisi od jemnosti
delenia oblasti na koneéné prvky a uzlové body. Ak je rieSenie tlohy zndme v uzlovych
bodoch, potom prostrednictvom nahradnych funkecii mozno uréit statické a kinematické
veli¢iny vo vnutri elementov a na povrchu telesa.
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2.3.1 Formulacia vSeobecnej elastostatickej tlohy a jej MKP
rieSenie
Na Obr. [Z34] je zn4zornené priestorové teleso, nachiadzajuce sa v statickej rovnovéhe.
Na teleso posobia vonkajsie sily (vratane vazbovych reakcii)
e objemové sily v [N/m?| (napr. vlastna tiaZ),
e plosné sily p [N/m?| (napr. plogny tlak),
e sistredené sily a momenty Fj [N], M; [Nm)],

so zlozkami

Ve Dz Fiy M,
Y=Y |; p=|Py|; & = | Fiy |; % = | M; (2.92)
Yz Dz Fi. M;
element ¢. e plosné sily p

uzlovy bod objemové sily v

K7—— vazba,

S,V
sustredené sily v bode ¢

Obr. 2.34. Priestorové teleso v statickej rovnovahe

Tieto sily spésobuji pretvorenie pruzného telesa. Vektor posunutia vybraného bodu je

u=[uv,w] (2.93)
pretvorenie okolia tohoto bodu
T
= [Ezvi‘:yafz”}’xya’}’yz,’}/zz] (294)
napétia v bode
g= [Uxao'yao'z»TxyaTyszzx]T (2.95)

Linearnu elastostaticka ulohu moZno formulovat takto:

Dané je: mechanické vlastnosti materialu, geometria telesa, vonkajsie zataZenie, okra-
jové podmienky.

Treba urcit: vektorové pole posunutia u, pole pretvorenia ¢ a napétia g v celom objeme
telesa V' a na povrchu S.
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Energeticka formulécia rieSenia linearnej ulohy je takato:
Zlozky pretvorenia v fubovolnom bode telesa mozno uréit zo zloZiek vektora posunutia.
Pomerné predlzenia

o8 _Ov 0w
Yo Y oy 7 0z
Pomerné uhly skosenia
ou  Ov ov = Ow ow  Ou
Vﬂfy:’yyx:a_y—i_a_x; ’sz:’Yzyza‘f‘a—y% ’sz:’sz:%'i'%;

Konstitutivna rovnica (zovSeobecneny Hookov zakon) vyjadruje vztah medzi napétim
o a pretvorenim e:

o=Dc¢ (2.96)
Pri¢om, ako je zname, matica pruznosti priestorovej napatosti

1—-v v v 0 0 0

v 1—-v v 0 0 0

E v v 1—-v 0 0 0
D= 2.97

2 1-2v
0 0 0 0 0
0o 0 0 0 L2
L 2

1
kde F je modul pruznosti v tahu-tlaku, a v je Poissonove &islo (v = —, v = 0,3 pre
m
ocel, v = 0,33 pre hlinik, » = 0,31 pre nikel, ¥ = 0,28 pre kremik), m je Poissonova
konstanta — ako uz bolo uvedené, charakterizuje prie¢ne zizenie materidlu.
Dalej zadefinujme pociato¢né pretvorenie

T
€0 = [5030750y7£0za70xy»70yza’¥0zz] (298)
ktoré vyvola v materiali po¢iatoné napétie

0o=—-Deo (2.99)

Vysledné napétie dostaneme superpoziciou

0= D(e—eo) (2.100)

Rovnovazny stav telesa moZno opisat principom minima potenciondlnej energie sys-
tému: potencionalna energia systému, danad sictom potencidlnej energie vonkajsich
a vnitornych sil, nadobtuda v rovnovaznom stave minimélnu hodnotu.
Potencionalna energia systému je dana vztahom

m

= %/ngdV —/gTde—/gTﬂdSl—ZgiTFi (2.101)

v v 51 =1

potencidlna energia  potencidlna energia vonkajgich sil
vnitornych sil
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pricom sa predpoklada, ze povrch telesa S = S; + Ss, t. j. na ¢asti povrchu S; su
predpisané plo$né sily, na Ss st predpisané posunutia.

Zo vztahu (2I0T) vidiet, Ze potencidlna energia je funkciou vektorového pola po-
sunutia jeho bodov, t. j. 7 = w(u). Ak vektorové pole u odpovedé zataZeniu telesa
a okrajovym podmienkam, potom 7(u) nadobtida minimélnu hodnotu, ¢o znamena, 7e

or (u)

9 =" (2.102)
Prakticky to znamené, Ze po zostaveni funkcionalu 7(u) a jeho minimalizaciou podla
(2107), dostaneme systém rovnic na vypocet neznameho pola posunuti bodov telesa
u, ¢o je vlastne rieSenie zékladnej tlohy elastostatiky.
Priklad 2.1
Pre mechanicka stastavu na Obr[Z35] zostavte funkcional potencidlnej energie 7(u)
a jeho minimalizaciou zostavte systém rovnic na vypocet posunuti uzlovych bodov.

L3
2F
—»
Lt L? L4
® _
F,=R 3 4 , F,=F

e e o Ry

Obr. 2.35. Jednorozmerna tloha

RieSenie:

Za predpokladu, Ze prieéné rozmery ststavy st v porovnani s ich dlzkou relativne malé,
mozno uvolnené teleso diskretizovat na 4 pritové elementy a 5 uzlovych bodov. Cel-
kové potencialna energia (ZI0I) sa pre jednoosové namahanie (v pozdlznom smere)
zjednodusi do tvaru

4 5
1
=5 [o e = 3 R = Ag W (2.103)
e=1 Ve n=1
€ -
pricom normélové napétie vybraného elementu e je o€ = e pomerné predlzenie je
ug — us
e = %; osova sila N¢ = Nf = N, a uy st posunutia uzlovych bodov s ¢islom

uzlového bodu n € (1,5) v pozdlznom smere (v ostatnych dvoch smeroch st posuntia
uzlovych bodov nulové). Indexy ¢ a k oznacuji prvy a druhy uzol prislugného e - teho
elementu.

Potencialna energia vnutornych sil vybraného elementu e (e € (1,4)) je

AC = %/E (f)zdv - %EL—A(% - u§)2 - %(uk - u§)2 (2.104)
e
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EeAc

Pricom o¢ = E¢c¢; k® = ; [ dV = A°Le.
Le e
5
Praca vonkajsich sil Wr = — > Fou, = —Fiu; — Fyuq — Fsus, pretoZe v uzlovych

=1
bodoch 2 a 3 nep6sobi ziadna vonkajsia sila ani vonkajsia vizbova reakcia.

Vysledny vztah funkcionalu potencialnej energie (za predpokladu spojitosti deformaécie:

3 _

1_ 1,2 2 _
U; = Uy, Uy, = U5 = U, Uy = Uj =

m(w) = m(u1, v, u3, Ug, Us) =
k! 2 k2 2
= 7(U2 _Ul) + 7@3 —Uz) +
— F1U1 — F4U4 — F5U5

Minimalizaciou funkcionalu 2.105 dostaneme

o1l
duy
o1l
duz
o1l
dus
o1l
duy
o1l
dus

alebo v maticovom tvare: K a = F, resp.

i Bt -k 0 0
k' + K2 —k? 0
S R N A
Y K3
I M

3

2

:kl(ul _UQ)_Fl :0

:ks(U4—U3)—F4:0

= k*(us —u3) — F5 =0

0 ][]
0 u2
.y us
0 Ug
K us

(U4 — U3)2 +

=k (ug — u1) + E*(uz —uz) =0

uz atd.) dostaneme v tvare

k4

2

(us — uz)”

= k2(U3 — U2) — k;?’(u?, — U4) + k4(U3 — U5) =0

P
0
0

Fy

Fs

(2.105)

(2.106)

(2.107)

Matica K sa nazyva maticou tuhosti konstrukcie, a je vektor uzlovych posunuti kon-
Strukcie a F je vektor vonkajsich uzlovych sil konstrukcie. Pretoze sme do potencidlnej
energie vnatornych sil dosadili exaktné vztahy pre pretvorenie telesa (bez nahradnych
funkcii), odvodeny systém rovnic po jeho redukeii a vyrieSeni dodava exaktné vysledky
v ramci linedrnej teodrie pruta. Toto vSak nie je mozné pri zlozitejSich tulohach a preto
vSeobecn4 energeticka formulacia rovnic MKP, ako bude uvedené dalej, pouZiva aproxi-
mécie vektorového pola posunutia prostrednictvom nadhradnych funkcii. Pre jednodu-
ché tlohy mozno tieto nahradné funkcie zvolit tak, Ze opisuju hladané pole posunutia
presne. Vo vicsine pripadov je vSak tato nahrada len priblizna.
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2.3.2 Zakladné vztahy energetickej formulacie rovnic MKP

Predpokladajme, Ze teleso na Obr.[2:34 ma NET elementov a kazdy element ma NUE
uzlovych bodov. Kazdy uzlovy bod méa 3 stupne volnosti pohybu, dané tromi zlozkami
posunutia v smere osi GSS — x, y, z. Uvazujme, Ze posunutia vSetkych uzlovych bodov
vybraného elementu e st zndme. Vektor posunutia lubovolného bodu vo vnutri ele-
mentu vyjadrime prostrednictvom nahradnych (tvarovych) funkcii N a zloziek posunuti
uzlovych bodov daného elementu a®. Cize
U
Ui
w;
u(w,y,z) Ni 0 0 Nj 0 O ~-~NNUE 0 0 Uj
vy

u= |v(z,y,2)| =10 N, 0O 0 N; 0 ... 0 NnNUE 0 . w; -

w(z,y, 2) 0 0N O ON;... O 0 Nyuvr
uNvE

UNUE

WNUE

=Na°
(2.108)

V ([ZI08) predstavuje N maticu tvarovych funkcii, ktoré st spravidla polynémami
v stradniciach z, y a z. Znak poddiarknutia pod symbolom N a dalsich veli¢in zna-
mené, Ze ide o maticu. Ako vidiet z (ZI08), aproximacia zlozky vektora posunutia
Tubovolného bodu elementu je zvolené tak, Ze zlozka vektora posunutia tohto bodu
v smere prislu$nej suradnicovej osi je funkciou posunuti vSetkych uzlovych bodov da-
ného elementu v smere tej istej osi.
Nahradné funkcie N musia byt volené tak, aby boli splnené okrajové podmienky, t. j.,
pre Tubovolny uzlovy bod k elementu e musi byt funkcia Ny (g, yr, 2x) = 1 a vo vSet-
kych ostatnych uzloch elementu musi byt tato funkcia rovna nule. T. j., pre x = xj,
Y=Yk, 2 = 2k je

u(w,y, 2) = Ni(2k, Yr, 2&)ur = up,

v(2,y,2) = Ni(Tr, Yr, 26) 0k = Uk (2.109)

w(x,y, 2) = Ni(Tk, Y, 26) Wk = Wi

Konkrétny tvar ndhradnych funkcii N moZno stanovit nasledujucim spésobom. Nech

T
u(z,y, z) 12y zay...
s
u= |v(z,y,2)| =P(z,y,2)a=|1 2y zxy... =Na®=®a"
w(z,y, 2) 1l zy zay...
QANUE
) ] (2.110)
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kde aj st koeficienty polynémov ® a ich pocet je zhodny s poctom neznamych zloziek
posunuti vSetkych uzlovych bodov elementu.

Ako sme ukazali, pre vietky uzlové body i (i = (1, NUFE)) platia okrajové podmienky,
t.j. pre x = x;, Yy = ¥i, 2 = 2; je u = a;. Postupnym dosadzovanim stradnic uzlovych
bodov do dostaneme

a; g (xhyZaZZ)
a; o (5,95, 25) .
ANUE ® (zNUE,YNUE: ZNUE)
A

priéom A = g(x =Y =VYi, 2= ZZ)
Potom u = Na® = ®a = PA 1 = N = QA_I, ¢ize matica takych tvarovych
funkcii IV, ktoré splihaju okrajové podmienky v uzlovych bodoch je

N(z,y,2) = ®(x,y,2) A~ (2.112)

kde A™! predstavuje inverziu matice konstant A, a a® je vektor posunutia uzlovych
bodov elementu e.
Zo zndmeho posunutia v bode elementu mozZno urdit pretvorenia v danom bode

u(z,y, 2)
Q(xayvz) :Lﬂ(xayaz) =L U(xayaz) :Qe (2113)

kde L predstavuje operator parcidlnych derivacii

[ 9/0c 0 0
0 9/0y 0
0 0 0/0z
0/0y 0/0x 0
0 0/0z 0/dy
0/0z 0 0/ox

|t~
|

(2.114)

Uplatnenim (ZI112) - (Z114)) dostaneme
e€=LNa*=LPA " = B* (2.115)

pricom
B*=L®A ' =LN (2.116)



je transformac¢na matica, vyjadrujica zéavislost medzi pretvorenim v bode elementu
(z,y, z) a vektorom uzlovych posunuti elementu.

Napitie v bode elementu (z, y, z) moZno vyjadrit zo vztahu (2:90), (kde g, je po¢iatoéné
pretvorenie)

¢ =D(’—¢y) =DBa®— Dg, (2.117)

Potencialna energia (ZI0I) elementu e (bez potencidlnej energie sistredenych sil —
pridame ju az do potenciilu celého systému)

1
7€ = E/geTgedV— /QETledV— /geTg_JedSi (2.118)

Ve Ve S¢

Dosadenim vztahov u® = N a°; e = Lu® = B a 0 = D B%° — D¢, do [2II8)
a za predpokladu symetrie pruznosti pre izotropicky matrial (index T oznacuje trans-
ponovany tvar matice), dostaneme

1 1
T = 5 /QeTﬁeTQEeaedV — 5 /égQﬁeQedV _ /QeTﬂTledV _ /QeTﬂT]_)edsl
Ve 2 g J
(2.119)

Pri odvadzani (ZI19) sme pouzili zname pravidla pre nasobenie $tvorcovych matic A
aB: (AB)T = BTAT; (ABC)T = CT(AB)T = CTBTAT; AB = BT A ¢ize

el _ ( Eege)T _ (Qéo)T :QeT(QEe)T _ (Qéo)T :QeTﬁeTQ_égQ

Dalej pri integrali s po¢iato¢nym pretvorenim g, vynechame koeficient 1/2, pretoZe toto
pretvorenie pésobi hned na zac¢iatku deformacného procesu. Vysledny tvar potencialne;
energie elementu potom je

¢ = %QET</EETQEEdV>QedV_QET<\/EETQQOdV_\/MTledv_/MTgedSI>

Ve Ve Ve Se
(2.120)
Ak oznacime
/QeTgﬁedv =K° (2.121)
VP

a vSetky ostatné integraly, v ktorych vystupuji zname vonkajsie sily ako F'°, potom
(ZI20) sa zjednodusi na tvar

1
7€ = §QETKEQ6 o QETES (2122)
Vektor vonkajsieho uzlového zataZenia elementu
F*=F. +Fy + F§ (2.123)

kde

= &9

F¢ = / B DeydV (2.124)
VP
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st uzlové sily od pociato¢nych pretvoreni.

FS = / NTHeav (2.125)
VC
st objemové sily, a
:/MTgedsl (2.126)

st plosné sily.
Potencialna energia celej konstrukcie

NET NET

1
T=> T+ We= Y (igeTKege - QETE) —d"F, (2.127)

e=1 e=1

Do ([ZI27) sme pridali pracu v8etkych sustredenych vonkajsich sil posobiacich v uzlo-
vych bodoch konstrukcie
Wr =a'Fp (2.128)

pricom globalny vektor siistredenych uzlovych sil je

Fp=I[F],F},....Fyur| = [Fias Fiy, Fiz, Fou, . ... FNuTe, FNuTy, FNUT:]
(2.129)
f)alej a je celkovy vektor uzlovych posunuti konstrukcie a a” je jeho transponovany
tvar.
V potenciélnej energii elementu roz$irime matice tuhosti a uzlové zataZenia kone¢nych
prvkov (rozsirend matica tuhosti kone¢ného prvku ma formalne rozmer ako celkova
matica tuhosti konStrukcie, avSak okrem ¢lenov matice tuhosti elementu s ostatné
Cleny rozsirenej matice tuhosti rovné nule — blizsie sa s konstrukciou rozsirenej matice
tuhosti budeme zaoberat neskor), resp. urobime nahradu

QSTKSQE _ QTKS*Q, QETEE _ QTEE* (2130)
Potom
| VBT NET
e=1 e=1
a po uprave
NET NET
== T(ZKE*>Q_QT<< Ee* _EF> (2 132)
e=1 e=1
NET NET
Ak K = Z K" je matica tuhosti konstrukcie a F = F® +Fp je vektor celkového
e=1
uzlového zatazenla konstrukcie, potom
L p T
m=5a Ka-a'F= m(a) (2.133)
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Minimalizaciou (ZI33)
0
T Ka—F=0 (2.134)
a

vznikne uz z predchadzajucich kapitol znamy systém rovnic MKP

Ka=F (2.135)

ktory priblizne opisuje danu elastostatickt tlohu.

V literatire uvedenej na konci tejto préace je podrobne spracovany postup urcenia
tvarovych funkeif a ich konkrétny tvar pre rozne typy konecnych prvkov. Podla typu
pouzitych tvarovych funkcii sa delia kone¢né prvky na izoparametrické, subparamet-
rické a superparametrické.

O izoparametrickych prvkoch hovorime vtedy, ak st pouzité rovnaké tvarové funkcie
na vyjadrenie polohy ako aj posunutia lubovolného bodu elementu.

Pri superparametrickych a subparametrickych prvkoch sa na vyjadrenie polohy
bodu a zloZiek jeho posunutia pouZivaja rozne typy tvarovych funkcii.

Pri pratovych prvkoch sa pouzivaja obidve skupiny koneénych prvkov. Izoparamet-
rické prutové prvky st v8eobecnejSie, mozno do ich formulacie l'ahgie zahrnut rézne
vplyvy (ako napr. vplyv prie¢nych sil pre premenlivy prierez atd.), su vSak zlozitejsie
pretoZe ich matica tuhosti sa pocita numerickou integraciou. Vo vi¢sine komerénych
programov MKP sa presadili napriklad nosnikové kone¢né prvky, ktorych tvarové funk-
cie st zostavené z hermiteovskych interpola¢nych funkcii. Tieto prvky moZno povazovat
za superparametrické a vzhladom na ich rozsirenost a kvalitu sa budeme nimi zaoberat
podrobnejsie neskor.

Priklad 2.2
Pre jednoosovo namahany priutovy prvok:
a) zostavte lokdlnu maticu tuhosti pomocou nadhradnych funkcii posunutia,

b) stanovte vektor uzlovych posunuti od pociatoéného teplotného pretvorenia
eo = a5 AT a sil vlastnej tiaze yz.

Dané je: B¢, A°, L®, ¢f a mern tiaz vz. of je koeficient teplotnej roztaznosti, AT je
teplotny rozdiel pociato¢ného ohriatia prita e (oteplenie celej sustavy je konstantné).

Obr. 2.36. Pritovy element
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Riesenie:

PretoZze T = x, lokalne a globalne vztahy splyvaja. Kvoli jednoduchosti pouZijeme ozna-
Genia prijaté pre lokalne vztahy.

Vektor lokalneho uzlového posunutia elementu je @¢ (lokdlne veli¢iny budt v dalsom
formalne oznadené hornou a dolnou arou)

a® = [ui, ) (2.136)

Vzhladom na dve nezndme posunutia, vztah s ndhradnymi funkciami 2. 110 nadobudne

tvar
aq

u(x,

—

= 3(T)a (2.137)

<

,Z) =uT = a1 + @ = [1, 7] [a
2

Zohladnenym okrajovych podmienok
T=0...u(T) =u;=m
f:Le...u(E) = U, =a1 +axL® =u; + asL®

dostane vztah (2I08) konkrétny tvar

_ o
7 = FZ] e B S (2.138)
Uj 1 L° a9
Odtial
. aq 1 0 u;
— —lze __
a=A""a = . 11 3 (2.139)
2| | —— — U,
Le Le
Dosadenim (ZI39) do (ZI37) mame
1 0 U; [ — u;
u@=na| , || —[1_%% b
= = | |w u; (2.140)
Le Le

T
- [Ni Nj} [m aj} = Na*

Takto sme dostali jednozna¢ny vztah pre posunutie lubovolného bodu elementu v smere
osi T v zavislosti na uzlovych posunutiach a tvarovych funkcii v uzloch 7 a j

T T
N, =1-— o N; = Ie
Tvarové funkcie splhaji okrajové podmienky, t. j. pre T = 0 je u(T) = U; apre T = L€ je
u(Z) = u;. Ndhradné funkcie (ZI4I) opisuji priebeh posunutia po dlzke prita presne,
v zmysle linedrnej teédrie jednoosovo naméahaného pruta, ¢o vSak, ako sme uz spominali,
neplati vSeobecne.
Transformacny vztah medzi posunutiami a pretvorenim v danom bode pruta

(2.141)

-1 17"
e(Z,7,%) = e(T) = = {F E} = Ba° (2.142)

J
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obsahuje transformad¢na maticu
B° = [—i i} (2.143)

Lokalna matica tuhosti bude mat tvar

Le 1

K = /ESTQQSdV :/ 1Le E° [_i i} A°dT (2.144)
A Le Le
Ve 0 Le
resp. po integracii
— EcAc | 1 -1

K= 2.145
K== ] (2.145)

ktora sa zhoduje s maticou tuhosti prita konStantného prierezu vyjadrenej pomocou
priamej tuhostnej formulacie MKP.
Zlozky vektora uzlovych zataZeni:

e objemové sily

Th-= . -1
Fy, = / Ve NTAV =~z / L0 | Acdz = §e AL’ (2.146)
Ve 0 Te 1
e sily pociatocného pretvorenia
e[ 1 1
= / B"DeydV = a5 AT E° / 1L AdT = a7 AT E°A°
Ve o | I 1
(2.147)
Prvkova rovnica vybraného kone¢ného prvku ma napokon tvar
peae | 1 1| |w| -1 -1
Te = EngeLe + a7 AT E°¢A° (2.148)
-1 1 Uj 1 1

Po previazani prvkovych rovnic vetkych koneénych prvkov a po zohl'adneni okrajovych
podmienok mozno dostat celkovy systém rovnic MKP kons$trukcie.

2.3.3 Rozdelenie kone¢nych prvkov pre rieSenie mechaniky pev-
nych a poddajnych telies

Zakladny krok rieSenia mechaniky pevnych a poddajnych telies je diskretizacia rieSenej
oblasti (objem a povrch telesa) na kone¢né prvky a ich uzlové body. Ako uz bolo uve-
dené, pozname ¢iarové, plosné a objemové konecné prvky. Toto zédkladné delenie suvisi
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s geometriou diskretizovaného telesa. Ak geometria, materidlové vlastnosti a ostatné
parametre ako st mechanické napétia a deformacie sa zavislé len od jednej suradnice, na
jeho diskretizaciu mozno pouzit jednorozmerny ¢iarovy prvok podla Obr. 237 Tento
dvojuzlovy kone¢ny prvok je charakterizovany dizkou a plochou prierezu, ktora moze
byt po dlzke konstatna alebo premenliva. Ak je tento prvok namahany len osovou silou,
nazyva sa prutovy kone¢ny prvok (LINK finite element). Ak na ¢arovom kone¢nom
prvku posobi vonkajsie zatazenie len v jednej rovine, potom hovorime o rovinnom nosni-
kovom prvku (2D BEAM finite element). Tento prvok prenésa tah-tlak a rovinny ohyb.
Ak ¢iarovy prvok prenaSa priestorové zataZenie, hovorime o priestorovom nosnikovom
kone¢nom prvky (3D BEAM finite element). Komeréné programy MKP obsahuja aj
zakrivené nosnikové konec¢né prvky — spravidla 3 az 5 uzlové, ktoré uz vsak patria medzi
§pecidlne viacrozmerné konec¢né prvky.

o—0
[ J
Obr. 2.37. Jednorozmerny koneény prvok

Ak moZno geometriu a ostané parametre rieSenej tlohy opisat pomocou dvoch si-
radnic, na jej diskretizaciu moZzno pouzit plosné kone¢né prvky (2D SOLID element).
Charakteristicky rozmer plosného kone¢ného prvku je jeho rovinna plocha a hribka.
Zakladny plodny koneény prvok je trojuzlovy trojuholnikovy a Stvoruzlovy stvoruhol-
nikovy kone¢ny prvok — Obr. 2.38 Tieto prvky patria do skupiny rovinnych telesovych
prvkov, ktorych hrabka moze byt konstantné alebo po uzlovych bodoch premenliva —
prvky rovinnej napétosti, alebo jednotkova — prvky rovinnej deformacie. Rovinnymi
prvkami moZno modelovat taktiez prierezy rota¢ne symetrickych tloh. Na modelovanie
zakrivenych oblasti mozno pouzit viacuzlové rovinné kone¢né prvky, napr. 6- uzlovy
trojuholnik, resp 8- uzlovy stvoruholnik (Obr. 2238).

T OA N

Obr. 2.38. Plosné konec¢né prvky

Zakladny priestorovy kone¢ny prvok je 4-uzlovy tetraéder, ktory je analégom ku 3-
uzlovému rovinnému trojuholnikovému koneénému prvku. Dalsi priestorovy telesovy
prvok je 8-uzlovy hexadron (Obr. 2:339). Na modelovanie zakrivenych ploch priestoro-
vého telesa mozno pouzit 10-uzlovy tetraéder, resp. 20-uzlovy hexadroén.

Obr. 2.39. Priestorové kone¢né prvky
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Vo v8eobecnosti sa kone¢né prvky s priamymi hranicami oznac¢uji ako linedrne a ko-
ne¢né prvky so zakrivenymi hranicami ako prvky vyssieho stupiia. Spravidla to stuvisi
so stupfiom polynémov pouzitych ako tvarové funkcie pri odviadzani prvkovych rovnic.
Komeréné programy obsahuji velké mnozstvo dalsich $pecidlnych koneénych prvkov,
ktorych pouzitie je geometricky, materidlovo a fyzikalne orientované.
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Kapitola 3

Konec¢né prvky na rieSenie
elastostatiky

3.1 Ciel kapitoly

Cielom tejto kapitoly je ukazat spésob odvodenia prvkovych rovnic zakladnych typov
koneénych prvkov na rieSenie pevnostnych tloh jednoosovej a rovinnej napatosti pomo-
cou pritového a nosnikového, ako aj telesového kone¢ného prvku. Podobnym spo6sobom
moZno odvodit prvkové rovnice ostatnych typov koneénych prvkov, ako st telesové
prvky priestorovej napétosti, Skrupinové konecné prvky, ako aj iné Specialne konecné
prvky. Buda pritom dodrzané podmienky linedrnej teérie pruznosti pre homogénny
izotropicky material, ako aj zdkon superpozicie u¢inkov.

3.2 Priatovy konec¢ny prvok

Tak, ako je zvykom v naSej odbornej terminologii, budeme rozliSovat medzi jednoosovo
naméhanym pratom — pratovy kone¢ny prvok (anglicky bar-element, nemecky Fach-
werkstabelement) a rovinne, resp. priestorovo namahanym pratom — nosnikovy prvok
(anglicky beam-element, nemecky Balkenelement). Prutovy koneény prvok je vhodny
len na analyzu pratovych sistav, v ktorych sa predpoklada, ze vnitorné a vonkajsie
viizby predstavuju idealne klby bez trenia. Tento predpoklad sposobuje, Ze jednotlivé
pruty sustavy st naméhané len ¢istym tahom, resp. tlakom. Nosnikové kone¢né prvky
st vhodné na modelovanie nosnikovych stustav, ktoré moézu prenasat okrem namahania
osovymi silami aj namahanie na ohyb, Smyk i krutenie. Pruty a nosniky st vyznamné
konstrukéné prvky nielen pri projektovani velkorozmernych konstrukeii v stavebnictve
a strojarstve, v stavbe automobilov, mechanizmov a robotov, ale aj v projektovani
mikro-elektro-mechanickych prvkov a systémov (MEMS) ako st senzory, aktuatory
a tiez bio- a nano-mechatronickych prvkov a systémov.
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3.2.1 Prvkova rovnica prita v lokdlnom a globalnom stradni-
covom systéme

Na Obr. [31l je zndzornena pritova sustava, pozostavajuca z pritov a styénikov. Styc-
niky predstavuju body spojenia prutov medzi sebou, pripadne ich uchytenie o “ram”
charakterizované vonkajsimi véizbami. Vsetky pripojenia povazujeme za idealne klby
bez trenia. Vybraty prut (element, koneény prvok) e ma uzlové body oznalené i, k
vzhl'adom na lokalnu os T (LSS — lokélny saradnicovy systém) a I, K oznacené vzhla-
dom na globalny suradnicovy systém z, y, z — (GSS). Jedina vyslednica vnttornych sil
v prute je osova sila V.

Obr. 3.1. Prutovéa sustava

Typicky element e (pre jednoduchost volime konstantny prierez) je charakterizovany
plochou prierezu A°, dlzkou prata L¢ a modulom pruznosti v tahu (tlaku) E°. Dalej
predpokladame, Ze v8etky vonkajSie zataZenia prutov su pretransformované do ich uzlo-
vych bodov (styénikov). Uéinkom vonkajsich sil sa styéniky premiestiiuji a ich nova
poloha je uréend posunutiami u, v a w, meranymi vzhladom na globalny stiradnicovy
systém. Kladné orientacia globalnych statickych a kinematickych veli¢in je dané klad-
nou orientaciou globalnych osi z, y a z. Vyrezany prut e s koncovymi bodmi I a K je
znazorneny na Obr.

Obr. 3.2. Prutovy prvok — posunutie uzlov prata v GSS

Uzlové posunutia (stupne volnosti pohybu) elementu v GSS predstavuje:
vektor posunutia uzla I: a; = [ur,vr,wr]T;
vektor posunutia uzla K: ayx = [uk, vi, wk|’;
resp. vektor posunutia elementu (globalne veli¢iny buda v dalsom oznaéené so spodnou
Giarou)
a® = [aj,aK]T = [U],U],U)],UK,UK,U)K]T (3.1)
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Priatovy prvok v priestore ma teda 6 stupiiov volnosti, uréené Siestimi zlozkami posu-
nutia jeho dvoch uzlovych bodov.

Vyslednicu vnutornych osovych sil Ny = — N, za predpokladu existencie len uzlo-
vych zataZzeni (spojité zataZenie v poli prita — napr. vlastna tiaz — sa musi ekvivalentne
pretransformovat do uzlovych sil), mozno rozdelit do zloZiek vektora uzlovych sil ele-

mentu (Obr. B3

QKz T
Z A Lf E° T -7

Obr. 3.3. Vektor uzlovych sil v GSS

ﬂe = [gpgK} = [QII»Q[va[ZvQKIvQKyaQKZ]T (3.2)

pozostévajuceho z vektora sil v uzle I: ¢, a v uzle K: g,.. V zmysle vieobecnej de-
formac¢nej metody bude medzi posunutiami uzlovych bodov a uzlovymi silami platit
globélny tuhostny vztah

¢ = K*a* (3.3)

kde K° je globalna matica tuhosti elementu s rozmerom [6 x 6], vektory posunutia
a uzlovych sil elementu st stlpcové matice rozmeru [6 x 1]. Globalna rovnica tuhosti
sa urci z lokdlneho tuhostného vztahu pritového prvku.

Prat v LSS (Obr. B4) ma dva stupne volInosti, definované posunutiami uzlov i a k
v smere lokédlnej osi T: u; a ug. Lokdlny vektor posunutia elementu je

N; b ® ko Ny =
— —>

Wi A Le, B Uk

Obr. 3.4. Prut v LSS

—e

@ = [ug,ux]” (3.4)
a lokédlny vektor uzlovych sil je
7 = [Ni, Ni]" (3.5)
Tuhostny vztah v LSS je
AL¢A°E®¢  A°E°
L _L°

——
ke

N; = —Nj = [ui — up] = k[u; — ug (3.6)
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pricom AL® je prediZenie (skratenie) prita a k¢ je tuhost prita [N/m].
Rovnicu [B.6) mozno vyjadrit v maticovom tvare

Ni | | K® —kC wi|l o1 -1 u;
N | | —k® ke uk | -1 1 Uk
HZ_/ N————— N——

e e

S]]

4

=

resp.
qe _ Feae

kde lokalna matica tuhosti priutového prvku konstantného prierezu
— A°Ee | 1 -1 1 -1
K = = k®
Le -1 1 -1 1

(3.9)

3.2.2 Transforma¢né vztahy medzi lokdlnymi a globalnymi ve-

li¢inami

Transformaécia uzlovych sil

Na Obr. je znazornené lokalna osova sila N; v uzle i (I) spolu s jej zlozkami do

smerov osi GSS.

5]

Obr. 3.5. Uzlové sily v uzle i, I

Medzi lokalnou silou N; a jej globalnymi zlozkami plati transformaény vztah

N; = Qrzcosa+ Qrycos B+ +Qr. cosy

resp. v skratenom tvare

le
N, = [cosa cos 3 cosy} Qry | =Tgq,
Q1
T Chigits
4
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Podobne pre uzol k (K) Ny =Tgq,..
Pre cely element mame

[ le i
T 0 Qry
e _ {NZ] _ | cosa cos B cosy 0 0 0 Qr- _ (3.12)
= Ni 0 0 0 cosa cosf cosvy Qxx
V) T QKy
_QKz_
resp. v skratenom tvare
—e __ Z 0 e _ e _e
Q{OZ]QI— (3.13)
——
Te

Vyraz (B13) predstavuje transforma¢ny vztah medzi lokdlnymi a globalnymi silami
v uzlovych bodoch elementu, vyjadreny prostrednictvom transformacnej matice ele-
mentu 7°.

Analogicky vztah plati aj medzi lokdlnymi a globalnymi zlozkami posunutia

a° = T°° (3.14)
Dosadenim BI3) a (314) do B.8)) mame
T°¢° =K T°° (3.15)

Vynasobenim rovnice ([I5) inverznou maticou 7! (transformaéna matica je maticou
—1 T
ortogonalnou T° = T° ) dostaneme globalny tuhostny vztah [B3) v tvare

¢ =T"K'T" = K°a* (3.16)
s globalnou maticou tuhosti kone¢ného prvku
K¢ =T"KT* (3.17)

Globalnu maticu tuhosti prita v zmysle v8eobecnej deformacénej metdédy dostaneme
z lokalnej matice tuhosti prostrednictvom jej transformacie z LSS do GSS. Jej kon-
krétny tvar je:

a) Rovinna uloha

Pre prit v rovine (Obr. B0) je L¢ = \/(vx — x1)? + (yx — y1)?
Tk —T] B_yl{_y[
CoOsSx = T COS P = T

=sin«

Prat v rovine méa 4 stupne volnosti, z ¢oho vyplyva, Ze matica tuhosti (BI1) ma
rozmer [4 x 4]

cosa 0
e |sina 0 el 1 —=1]||cosa sinae 0 0
K = 0 cosa {—1 1 }{ 0 0 cosa sina (3.18)
0 sina



Obr. 3.6. Prut v rovine

Po roznasobeni matic mame

2 2

cos” «v sin v cos & —cos“«v  —sinacosa
) . .2
sin” «v — sin « cos « sin” «v
K¢ = k® ) ) (3.19)
cos” « sin a cos a
SY M sin’ a

b) Priestorova uloha
Pre prit podla Obr. 2.40 plati: L¢ = \/(zx — 21)2 + (yx — y1)? + (2K — 21)2

coso = K 11 cosg= KU1 cos~y — K~ *L
- e - Le T= Le
a matica tuhosti
- ) i
cos”“a cosacos S cosacosy —cos®ff —cosacosf — cosacosy
cos’ 3 cosfcosy —cosacosfS —cos’fB  —cosfcosy
2 2
e — ge cos“y —cosacosy —cosfcosy  —cos”ry
o S cos? o cosacosfS  cosacos?y
Y cos? 3 cos B cosy
i M cos’y |

(3.20)

3.2.3 RieSenie jednorozmernych aloh

Vseobecna deformaéna metoda, a teda aj metoda konecnych prvkov, nie je vhodné na
analytické rieSenie konkrétnych, najmé zlozitejsich tloh. Pre lepsiu nazornost spésobu
rieSenia metodou koneénych prvkov s cielom jeho algoritmizécie pre pocitac uvedieme
len postup riesenia jednoduchej jednorozmernej ilohy (rozhodujici rozmer i zataZenie
ststavy je v smere pozdlznej osi), ked pri zostaveni systému rovnic vystacime len
s lokalnymi vztahmi.

Priklad 3.1
Pre tiahlo podla Obr. BT

a) vytvorte model MKP,
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b) stanovte tuhostny vztah pre zvolené kone¢né prvky,

¢) definujte nezname veli¢iny tlohy a zostavte systém rovnic na ich vypocet,

d) vypocitajte nezname posunutia, vizbové reakcie, osové sily a napétia v jednotlivych

prutoch.
LS
_’F
2F
—
Lt L2 L*
Obr. 3.7. Jednorozmerna tloha
RiesSenie:

a)

Za predpokladu, Ze prierezové plochy jednotlivych Easti tiahla st oproti ich dizkam
zanedbatelné, mozno tiahlo nahradit sistavou prutovych prvkov @) az @ a uzlo-
vych bodov 1 az 5. Uzlové sily (vratane vdzbovych reakcii) oznacime F; , kde i je
¢islo uzla, v ktorom sily posobia (Obr. B.g)).

© 1  R=F

FlER b3 —»>
E2@3—(M+—>F5E2F

Obr. 3.8. Model MKP

Pre elementy (D az @ platia lokalne tuhostné vztahy (Obr. B.4)):

o [N S .[“ir—?ae (3.21)
A I B S S '

Ak globélna os x je paralelné s lokalnou osou 7, potom globalne a lokélne velic¢iny

st zhodné, t. j. ¢° =%, a® =a°, K° = K
Neznamymi tlohy st pozdizne posunutia uzlovych bodov v smere lokalnej (glo-
balnej) osi T = . Vzhladom na kompatibilitu posunuti a okrajové podmienky
mame:

=u; =0; ug) = ugl) = ug; u§3) = u§4) = uff) = us; uf’) = Uy; uff) = us

u
Cislo v zéatvorke predstavuje ¢islo elementu. Pravy dolny index predstavuje ¢islo
uzlového bodu. Méame teda 4 nezname posunutia. Systém rovnic MKP na ich vy-
rieSenie ziskame, v zmysle vSeobecnej deformaénej metody, z rovnovahy uzlovych
bodov. Myslenymi rezmi uvolnime uzlové body a elementy a do rezov vloZime osové
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sily (Obr. B4).

Rovnovaha uzlového bodu:

¢. 1: Ni1 =n = klu; —klug = F
&2 NE+NZ=0 = —kluy + klug + kPug — Kruz =0
¢. 3: N,? + Ni?’ + N;l =0 = —k%us+ kus+ k3us — KPug + ktus — kKPus =0
¢ 4: NP=F, = —Kuzg+ku=F
&5 Np=F; =  —k'us + kus = Fy
(3.22)
Maticovy tvar systému rovnic MKP [3.22) je
[ —k! 0 0 o | [w] [A]
—k' kR —k? 0 0 Uz 0
0 —k2 RBP4kt -k k|| uw | =] 0 (3.23)
0 0 k3 K3 0 (7 Fy
0 0 —k* 0 K] | | F5

- -
K a i
so §irkou polpéasu matice tuhosti systému m = 3. V skratenom zapise ma ([B.23))

tvar

Ka=F (3.24)

V tomto zakladnom systéme rovnic MKP vystupuje matica tuhosti systému (kon-
Strukcie) K, vektor neznamych uzlovych posunuti konstrukcie a a vektor pravej
strany uzlového zataZenia konstrukcie F.

Matica tuhosti konstrukcie K méa vlastnosti:

e je symetricka,

e je pozitivne definitné,

e mé pasovu Struktaru so Sirkou polpasu m.
Vznika suctom Specialnych, tzv. rozsirenych matic tuhosti jednotlivych elementov.
Jej stupeii je dany poctom stupiiov volnosti systému (vratane znamych posunuti
— napr. v tomto pripade aj s u; = 0).

Systém rovnic (B:23)) je singularny systém. Aby sme ho mohli vyriesit, musime ho
redukovat, t. j. vynechat riadky a stlpce v matici tuhosti, prislusiace zndmemu
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posunutiu. V naSom pripade mé redukovany systém rovnic tvar

[ kt + k2 —k? 0 0 () 0
-k B+ + k- -k u3 0
. = (3.25)
0 K o0 Us F
0 —k* 0 k* us F;

. - -
K a F

alebo v skratenom zapise K a= E , kde K je redukovana matica tuhosti systému,
a je redukovany vektor uzlovych posunuti a F' je redukovany vektor uzlového zata-
Zenia konstrukcie. Dostali sme inym postupom systém rovnic zhodny s maticovou

rovnicou (2107).

d) Zo symetrického algebraického systému rovnic ([B.28) mozno ur¢it neznadme ulohy
Ug, U3, U4 & Us znAmymi priamymi alebo iteraénymi metédami.
Pomocou vypocitanych neznamych posunuti tlohy moZno z prvej rovnice systému
B.23) vypocitat nezndmu reakciu Fy, ¢ize Fy = R = —klus.
Osové sily v pritoch moZzno uréit z lokdlneho tuhostného vztahu (B.2ZI)), pri¢om
e

N = N7 = N¢ anormalové napitie v prite o = e

3.2.4 Zostavovanie matice tuhosti konstrukcie a systému rovnic
MKP pritovej ststavy

Majme rovinnu ststavu uzlovych bodov a pritov podla Obr. B3, predstavujica mik-
roaktuator.

Obr. 3.9. Mikroaktuator ako staticky ur¢ita pritova sastava

Uzlovym bodom elementov pridelime lokalne ¢isla i a k a globalne ¢isla 1, 2,..., D, M ...,
NUMNODE (NUMNODE je celkovy pocet uzlovych bodov). Celkovii maticu tuhosti
kons$trukcie K mozno urcit pomocou suc¢tu tzv. rozsirenych matic tuhosti elementov
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*

K° (NUMEL je celkovy pocet elementov)
NUMEL
K= ) K (3.26)
e=1

Rozsirena matica tuhosti elementu ma rovnaky rozmer ako celkovd matica tuhosti
konstrukcie, t. j. [NDOF x NDOF], pricom NDOF je pocet neznamych tlohy (pocet
stuphiov vol'nosti tlohy). Rozsirenie matice tuhosti elementu K " sa vykona tak, Ze sa
doplni nulovymi riadkami a stlpcami tak, aby jej stcin s vektorom posunuti konstrukcie
K¢ a daval rovnaké nenulové ¢leny ako déva suc¢in nerozsirenej matice tuhosti elementu
s vektorom uzlovych posunuti elementu, t. j. Ka®. Teda

K®=K"a (3.27)

Podobne, vektor uzlového zataZenia konstrukcie dostaneme suc¢tom rozsirenych vekto-
p
rov uzlového zataZenia elementov F°¢

NUMEL

F= > E° (3.28)

e=1

Postup zostavenia matice tuhosti konstrukcie z rozsirenych matic tuhosti elementu
dokumentuje nasledujici priklad.

Priklad 3.2

Pre tiahlo podla Obr. 37 treba zostavit maticu tuhosti konstrukcie z rozsirenych matic
tuhosti elementov.

Podl'a modelu MKP (Obr.[B8) je NDOF = 5, NUMEL = 4. Matica tuhosti konstrukcie
K i rozsirené matice tuhosti elementov K¢ maji rozmer [5 x 5]. Roz8irena matica
tuhosti pre:

e Element ¢. 1

uzol ¢. 1 2 3 4 5
S
i (1,1) g (1,2) [ 0 0 0
DK kL)
NESIRNEE)
I
K'= 35 00
4
5
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e Element ¢. 2

uzol ¢ 1 2 3 4 5
1200000
(QVE)(E’g) .. ..........
| : | H
to e el D
2 NCEINCEY N R
e I N
4 0 00 0 0
5 0:0 :0 :0 0
e Element ¢&. 3
uzol ¢ 1 2 3 4 5
1 0:0 0 : 0 0
2
K= 3
(43)  (44)
4 U e

e Element ¢. 4

uzol &. 1 2 3 4

ot

" B ... ......... (373) ......... . (3/5)
K= s 00 0000 [0
4 0 0 0 0 0
.................... (5’3) (5)5)

5 0 0 g 0 ¥

Sudtom K = Zﬁe* = K" +K?» + K* + K* dostaneme maticu tuhosti konstrukcie,
vystupujtcu v systéme rovnic ([323)).
Postup zostavenia matice tuhosti konstrukcie sa algoritmizuje nasledujicim pravidlom.
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Kazdému elementu e s globalnymi ¢islami uzlov D a M sa priradi vektor kédovych
¢isel (¢, pomocou ktorého sa ur¢i poloha Clenov globalnej matice tuhosti elementu
v rozsirenej, resp. v koneénom désledku v celkovej matici tuhosti konstrukcie. Vektor
koédovych éisel zavisi od typu tlohy:

a) jednorozmerna tloha
lc= [(D, M)],
b) rovinna uloha
I° = [(2D - 1),(2D), 2M — 1), (2M)] ",

¢) priestorova tloha
I°=[(3D —2),(3D —1),(3D),(2M — 2)(3M — 1),(3M)]".

Zostavenie matice tuhosti konstrukcie z rozsirenych matic tuhosti, pomocou vektora
kodovych Eisel, ozrejmime na nasledujucich prikladoch.

Priklad 3.3
Pre osadent ty¢ podla Obr. B0 zostavte celkovy a redukovany systém rovnic MKP,
na vypocet posunuti uzlovych bodov.

E.24 E A

Obr. 3.10. Osadena ty¢

Model MKP — jednorozmerna tloha

Fi =Ry

Obr. 3.11. MKP model tyce

Vektor posunutia uzlovych bodov konstrukcie: ¢ = [ul, Us, U3, u4] r

Vektor uzlovych sil konstrukcie: F = [Fl, 0, Fs, F4]T
Okrajové podmienky: u; = uqg = 0.
— 1 -1
Matica tuhosti elementu e = 1,2, 3,4: K¢ = Ke = k° { 11 }
Stupeit volnosti ulohy: NDOF = 4 = rozmer rozsirenych matic a aj celkovej matice
tuhosti je [4 x 4].
Vektor koédovych ¢isiel pre e = 1:

E2A
= [(1,2)] = [(1,1),(1,2),(2,2), (2, 1)]T, uréuje poziciu tuhosti £k =

V roz-

. . .. . 1*
$frenej matici tuhosti elementu K~ .
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Vektor koédovych ¢isiel pre e = 2:

EA
?=1[(23)]=[22),(2,3),(3,3), (3,2)]T, uréuje poziciu tuhosti £k% = <V rozsi-
renej matici tuhosti elementu K 2
Vektor kodovych ¢isiel pre e = 3:

. E2A
P =[3,4)] =[(3,3),(3,4),(4,4), (4,3)]T, uréuje poziciu tuhosti +k3 = T Vv ror

Sirenej matici tuhosti elementu K 3

3 * * * *
Potom K = > K° =K' + K* + K* resp.
e=1

TSRO SRR SRS AL L2 3
1 |k‘l1 ....... _kl.l ..... O ..... I 0 ..... .| k1|_k1|0|0|
17 2 : 1091 :

2 okl GRLART SR 0 kR 0500
3 [ 0 ..... FI k2 k2+k3’4_k34 0 ...... 0 10101
4 | I 0 ..... I I 0 ..... J_kSJkSJ |0|O|0|0|

=W N

k! —k! 0 0 uy Ra
—k' B R —R? 0 uz |10
0 k2 OR24 RS kB us | | F
0 0 —K? K (I Rp

'+ k2 —k?

Z~ohl’adgenim okrajovych podmienok u; = u4 = 0 dostaneme redukovany systém rovnic
—ki2 k‘2 4 kJ3
z ktorého moZno vypocitat us a us.

Ka="F,
U2
| T
Priklad 3.4

Pre elementy (D a © rovinnej pritovej sustavy (Obr. BI2) zostavte pomocou vektora
kédovych éEisiel rozsirené matice tuhosti.

EA
Vsetky pruty E A = konst, tuhost k€ = Te

0
F
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Obr. 3.12. Rovinna pratova sistava

Model MKP - rovinna uloha

Obr. 3.13. Model prutovej sustavy pre MKP

Vektor posunutia uzlovych bodov konstrukcie:

T T
a = [Uie, Uty, Uy, Usy, - . ., Ure, Ury] " = [a1,02,0a3,a4, . .., 013, a14]
Vektor uzlovych sil konstrukcie:

= [leaFlyaoa _ql/QaO,_Plaoa —ql,O,—PQ,O,—ql/Q,Fm,FM

Okrajové podmienky:

]T

Uy =a1 =0; wy=u2=0; urpz=a13=0; urpy =u4=0
Matica tuhosti elementov e = 1 ~ 11 ma tvar
Stupeii volnosti tlohy: NDOF = 2 x 7 = 14 (kazdy uzlovy bod méa 2 stupne volnosti).

Vektor kodovych ¢isiel elementu ¢. 1:
' =1[(1,2)] = [1,2,3,4]"
Pozicia ¢lenov globalnej matice tuhosti elementu ¢. 1 (o = ay)

cos® a sin v cos a —cos’a  —sinacosa
1 EA sin? o —sinacosa  —sin®a
- Le cos? a sin o cos o
SY M sin? o
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v rozdirenej matici tuhosti K (s rozmerom [14 x 14]) je

1,1 (1,3
2,1 (2,3
3,1 (3,3
4,1 (4,3

Vsetky ostatné ¢leny v K U sa rovnaju nule.

Vektor koédovych ¢isiel elementu ¢. 6:

15 =1[(3,5)] = [5,6,9,10]"

Podobne mozno uré¢it globalnu maticu tuhosti elementu ¢. 6 (o« = ag = 0). Pozicie
¢lenov globalnej matice tuhosti elementu ¢. 6 st

(5,5)  (5,6) (5,9) (5,10)
K6* _ (67 5) (67 6) (67 9) (67 10)
o (9,5)  (9,6) (9,9) (9,10)

(10,5) (10,6) (10,9) (10,10)

Podobne mozno zostavit rozgirené matice ostatnych elementov.
Matica tuhosti konstrukcie K = Z}al:l K° ma tieZ rozmer [14 x 14].

Priklad 3.5

Priestorova prutova konstrukcia mé celkovo 5 uzlovych bodov. Vybraty element e ma
globélne ¢&isla uzlovych bodov D = 3 a M = 5. Treba stanovit polohu ¢lenov globélnej
matice priestorového pritového elementu v rozsirenej matici tuhosti elementu (a teda
aj v celkovej matici tuhosti konstrukcie).

Vektor kodovych &isiel 16 = [(3, 5)] = [7, 8,9,13,14,15
posunuti elementu a® = [u?)zau3y7u3zau5xau5yau5z]T = [ar,as, ag, ay3, a14, 015]T
Pocet stupiiov volnosti tlohy NDOF = 3 x 5= 15 (5 uzlovych bodov ma po tri stupne
volnosti — posunutia v smere globalnych osi z, y, z).

Rozsiren4d matica tuhosti elementu méa rozmer [15 x 15] a jej nenulové ¢leny st na
pozicidch

]T zodpoveda vektoru uzlovych

[ (7,7)  (7,8) (7,9) (7,13) (7,14) (7,15) |

(8,8) (8,9) (8,13) (8,14) (8,15)

K _ e (9,9) (9,13) (9,14) (9,15)
= S (13,13) (13,14) (13,15)
Y (14,14) (14,15)

M (15,15)
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Tieto pozicie obsadia ¢leny globalnej matice tuhosti elementu e

[ cos® v cosavcosB cosavcosy —cos? B —cosacos — cosacosy |
cos’ 3 cosfcosy —cosacosB —cos? S —cosfcosy
K ke cos?y  —cosacosy —cosfBcosy  —cos>y
T S cos? o cosacosfS  cosacosy
Y cos? 3 cos B cosy
L M cos? y

Ako je zrejmé z uvedenych prikladovB.3l B4l a3.5] postup rieSenia je zhodny bez ohladu
na rozmernost, staticka urcitost a zataZenie konstrukcie. Preto ho moZno zovSeobecnit
a programovo spracovat. Pre elastostatickt analyzu konstrukcie je postupnost krokov
nasledovna:

a) Diskretizacia systému (konstrukcie) na kone¢né prvky a uzlové body — zostavenie
modelu MKP.

b) Zostavenie lokilnych a globalnych matic tuhosti a uzlového zatazenia elementov.

¢) Zostavenie celkového systému rovnic MKP pomocou globalnych matic tuhosti a roz-
Sirenych vektorov uzlovych sil elementov.

d) Zohladnenie okrajovych podmienok, ktoré vedie k redukcii celkového systému rov-
nic MKP na redukovany systém rovnic.

e) VyrieSenie redukovaného systému rovnic MKP pre vektor neznamych uzlovych po-
sunuti.

f) Vypocitanie vézbovych reakcii.
g) Vypocet osovych sil a mechanického normalového napétia v pratoch.

h) Vyhodnotenie vysledkov a pripadné optimalizacia geometrickych parametrov pra-
tovej stustavy.

Pocitacové spracovanie tohoto postupu umoziuje analyzovat zlozité konstrukcie velmi
efektivne a presne.

Poznamka: Ako vyplyva zo zakladnych principov statiky, jednoznacné rieSenie mozno
dostat len pre staticky uréita a staticky neur¢itt (preurCenti) prutovi sastavu. To
znamend, ze staticky systém musi byt nepohyblivy tuhym pohybom — vonkajSimi
a vnutornymi vazbami musia byt odobraté miniméalne vSetky posuvné stupne volnosti
pohybu. Pre takito sistavu dostaneme vzdy tolko rovnic MKP, z ktorych moZno vy-
poditat nezname posunutia uzlovych bodov a potom aj vonkajsie vizbové reakcie.
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3.3 Nosnikovy kone¢ny prvok

Na staticktu analyzu nosnikovych a ramovych konstrukcii je uréeny nosnikovy koneény
prvok. V tejto kapitole sa obmedzime na linearnu teériu priameho pruta, zalozend na
Bernoulliho teorii sikmého ohybu a St. Venantovej teodrii kratenia. Postup zostavenia
zdkladnych vztahov a rovnic MKP nosnikového prvku je zhodny s predchadzajacim
postupom pre jednoosovo naméhany prutovy prvok. V zmysle vieobecnej deformacnej
metdédy sa v8ak zmeni charakter a rozmer vektora uzlového posunutia, vektor uzlo-
vého zataZenia i matica tuhosti elementu. Lokéalny i globalny tuhostny vztah sa rozsiri
o zlozky sikmého ohybu a kritenia prierezu prita. Zakladné rovnice nosnikového ko-
ne¢ného prvku moZno zostavit priamou tuhostnou metédou, z principu minima poten-
cialnej energie, alebo z varia¢nych principov mechaniky kontinua. V tejto kapitole budi
tieto rovnice zostavené z principu minima potencialnej energie, pricom budd pouzité
tvarové funkcie vo forme hermiteovskych polynémov.

3.3.1 3D - nosnikovy kone¢ny prvok

V zmysle predchadzajicich predpokladov uvazujeme priamy dvojuzlovy nosnikovy pr-
vok v8eobecného uzavretého prierezu, konstantného, resp. premenlivého prierezu, na
ktory sa vztahuje Bernoulliho tedria ohybu a St. Venantova teoria krutenia. Lokalny
kartézsky suradnicovy systém, ktorého pociatok lezi v tazisku prierezu v uzle €. 1, tvori
pozdlzna os prita r € (0,L) a osi s, ¢, tvoriace hlavné centralne osi zotrvacnosti prie-

rezu (Obr. B.14).

Obr. 3.14. 3D — nosnikovy kone¢ny prvok

Prierez vo vzdialenosti r od bodu 1 je charakterizovany plochou A(r), kvadratickymi
momentami plochy k osi s a t — Iz(r), I3(r) a odporovym momentom v kriteni okolo
osi r — I1(r) — (pre kruhovy a medzikruhovy prierez nosnika sa nazyva polarnym kvad-
ratickym momentom prierezu a oznacuje sa Ip,). Plati:

A(r) ://dAE//dsdt; L(r) :/(82+t2)dA; Iy (r) :/tsz; I3(r) :/ssz
A st

A A A

Odporovy moment v krateni I;(r) moZno pre ostatné typicky pouZivané prierezy vy-
pocitat obvyklym spésobom znadmym z literatury.
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Kazdy uzlovy bod ma 6 stuphiov volnosti, po troch zlozkadch posunutia a troch natoce-
niach prierezu v zmysle osi lokalneho stiradnicového systému.

Vektor posunutia vybraného bodu nosnika (r,s,t) vyjadrime pomocou tvarovych
funkcii N(r,s,t) a vektora posunutia uzlovych bodov elementu:

ul(’rvsvt) T
u(r,s,t) = | ua(r,s,t) | = [M(r,s,t)] : [u%,ué,ué,w%,w%,@é,ﬁ,ug,uﬁ,wiwg,@g
U3(7“,S,t)
(3.29)

resp. v skratenom zapise u(r, s,t) = N(r, s, t)a®, kde N = N(r, s, t) je matica tvarovych
funkcii. Potom zlozky tenzora deformacie g(r,s,t) = B‘@° a lokdlna matica tuhosti
elementu K = Ik BT D B°dV, pricom B¢ je transformacna matica pretvorenia a D je

e

matica materidlovych vlastnosti. Konkrétny tvar transformacnej matice zavisi od typu
tvarovych funkcii a od zohladnenych zloZiek tenzora deformacie.

V zmysle linearnej tedrie prita si zlozky €90 = €33 = 0; €23 = €35 = 0, t. j. prierezova
plocha sa v priebehu deformaéného procesu nemeni, len sa postuva a nataca v smere
a okolo lokalnych osi. Potom nenulové zlozky pretvorenia si

0 , S, t
6112%21“1750
1[0 15 1
€12 = €21 = 5{%4‘%} = 5(“1,2"‘“2,1)#0 (3.30)
1[0 0 1
513—531—5{%+$} 25( 1,3 +us1) #0

V praxi, ako bolo spomenuté, su vo vSetkych vyznamnej$ich programovych systé-
moch pouzité tvarové funkcie tzv. izoparametrickych koneénych nosnikovych prvkov,
ale hlavne tvarové funkcie tvaru hermiteovskych interpola¢nych polynémov.

V dalsom sa podrobnejsie zaoberdame s hermiteovskym nosnikovym prvkom, ktory
déava presnejsie vysledky. Jeho nahradné funkcie pre axidlne posunutie a uhol skrutenia
st linearne polynémy, pre ohybové zlozky posunutia sa pouzivaji kubické hermiteovské
interpolacné polynomy. Konkrétny tvar matice tvarovych funkcii N, ktora mé rozmer
[3 x 12], je




Transformacné vztahy predstavuji v maticovom tvare vyraz e = Ba®, ¢ize

(3.32)

W ! : : : :

T
Lo

Zovseobecneny Hookov zakon ¢ = D° g® pre priestorovy nosnik mé maticovy tvar

T11 E 0 O €11
T2 | =] 0 2G 0 || ¢ (3.33)
713 0 0 2G €13
—_——— —/ ' —
ge Qe ge

kde 711 je normélova zlozka a 72, 713 s tangencidlne zlozky napétia v priereze nosnika.
p ] . T )
Roznasobenim matic B D¢ a B® dostaneme vyraz

EeTQe Be (334)

ktory sluzi na vypocet ¢lenov lokdlnej matice tuhosti.
Pre konstantny dvojnasobne symetricky prierez nosnika mozno lokdlnu maticu tuhosti

ziskat priamou integraciou vyrazu [B:34) cez objem elementu, pricom dV = drdsdt
a 11(7") = 11, 12(7“) = 12 a 13(7“) = 13.
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Jej koneény tvar je

[ £4

T 0 0
12F
0 Flg 0
12F
0 0 ﬁb
0 0 0
6F
0 0 7§12
6F
0 ﬁfg 0
EA
e 0 0
L
12FE
0 —Flg 0
12FE
0 0 —?IQ
0 0 0
6F
0 0 7ﬁ12
6F
0 ﬁ[3 0

= Q

(==}

0 0
6E
0 il
6F
7ﬁ]2 0
0 0
2F
.
0
2F
0 TI;;
0 0
6E
0 —ﬁlg
6E
FIQ 0
0 0
4E
I
pk 0
AE
iy
0 ol
(3.35)

Pre pozdlzne premenlivy prierez prebieha vypocet integralov numericky, pricom sa
odporaca minimalne trojbodové integracia po dlzke prita (spravidla v pociato¢nom

a koncovom bode nosnika, a v jeho strede).

3.3.2 Rovinny nosnikovy kone¢ny prvok

Tento kone¢ny prvok sa aplikuje na modelovanie rovinnych nosnikovych struktar. Spoj-
nice tazisk prierezu jednotlivych prutov, ako aj zataZenie nosnikovej ststavy musi lezat
v jednej rovine. V takomto pripade sistava prenasa len namahanie ohybom v rovine
stustavy ako aj namahanie ¢istym tahom a tlakom. Vplyv naméahania ¢istym Smykom

sa u typickych nosnikovych struktir spravidla zanedbéava.

Pri rovinnom ohybe nosnika (v rovine ohybu tvorenej osami r, s) sa vztah pre vypocet
vektora posunutia vybraného bodu nosnika redukuje na tvar u(r, s) = N(r, s) a®, ¢ize




Transformacny vztah medzi pretvorenim a posunutim bodu nosnika ¢ = B®a® sa

redukuje na jedint rovnicu (v tomto pripade 212 = 0, lebo uy 2 = —u2 1, €13 = 0):
ul
uy
1i /1 20\si [ 4 6\ il (1 2\si(2 6 3
; U T ili g2 20 \Sif2 _ 5 |,
w2
_Lrog_
Maticu tuhosti dostaneme z integralu
K = / BT D B¢dV (3.38)

Ve

pricom D® = E — modul pruznosti v tahu.

Ako z odvodenych vztahov vidno, tato formulacia matice tuhosti tak pri priestorovom
ako aj pri rovinnom nosnikovom prvku nezohladiiuje vplyv prie¢nych sil.
Predpokladajme rovinny nosnikovy prvok obdlznikového prierezu &irky b a linearne
premenlivej vysky h = h; + (h; — hz)% = h(r), kde h;, resp. h; je vyska prierezu na
zaciatku, resp. v koncovom uzlovom bode.

Kvadraticky moment plochy prierezu k osi ohybu

bh3
1=10) = M7 = Ll +ag) (3.39)
Ah h; — h;
pricom £ = % a0 =--= / T I; je kvadraticky moment prierezovej plochy
v uzle 1. ' '

Priamou integraciou vyrazu (838)) pre linearne premenlivy prierez nosnika dostaneme
maticu tuhosti rovinného prvku v tvare

EA,, EA,, 1
I 0 o - 0 0
12E1; 6EI; 12E1; 6EI;
Tk gk 0~k ph
AEI; 6EI 2FI;
e L kg 0 _—L2 kz —L k5
K = (3.40)
EA,,
S 7 0 0
12E1; 6EI
Y Tk -5k
4EI,
M k
i L %]
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hi+hj' _1
7 VT

kde prierezova plocha A,, = b

-

<Z—Z — 1), a dalej

3 21 1
ko= (14+9L+ =92L*+ =93L3
2 ( + vl + 50 + 5

5 21
SOL + S9%L% + =933 );
SR * 50 ’

3 2 1 17 1
ks =1+ 0L+ 20202+ —93L3); ky= (1+20L+ —9?L* + 9313
3 ( + 1 + 5 + 10 ; 4 + + 10 + 5
3 13 2 9 19 11
= (14 9L+ —9?L* + 29313 ); = (14 9L+ —=9?L* + —9°L?
ks ( + 219 + 1019 + 519 i ke —1—419 + 1019 + %0
(3.41)
Ak je prierez konstantny, potom k1 = ko = --- = kg = 1 a ([8:42) predstavuje lokalnu

maticu rovinného nosnikového prvku konstantného prierezu. Lokilne MKP rovnice ro-
vinného kone¢ného prvku kostantného prierezu maja teda tvar:

_ EA EA _
. R - U;
N; 7 0 0 7 0 0
— 12EI  6EI 12E1 6EI _
Qi - 0 = — T;
L3 L2 L3 L2
7 AET 0 6FE1 2EI 7.
e v L L2 L o Toqe
=1 _ |~ EA ke
— 12EI  6EI _
i v T | ™
_ AET _
M -
I Mk | I L | _@k
(3.42)

Maticu tuhosti rovinného nosnikového prvku aj s vplyvom priecnej sily mozno dostat
v tvare

E—A 0 0 —ETA 0 0
12E1 6E1 12FE171 6E1
L3(1+12p)  L2(1+12p) L3(1+12p)  L2(1+12p)
EI 3 6E1 EI 3
14+ — — J— -1
e L 1+12p I2(1+12p) L \1+12p
= EA
S —— 0 0
v 12E1 6ET
L3(1+12p) L2(1 +12p)
EI 3
M — 1+ —
I L < T 12/)) |
(3.43)

Vplyv prieénych sil sa najéastejsie zohladnuje tzv. korekénym faktorom p, ktorého vel-
kost zavisi od geometrického tvaru prierezu nosnika. Spésob jeho vypoétu a jeho vel-
kost mozno najst v klasickej literatiire o pruznosti a pevnosti materialu. Matica tuhosti
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podla ([343) charakterizuje tzv. TimoSenkov nosnik. Vplyv prie¢nych sil sa prejavuje
najmai pri kratkych nosnikoch, ako aj pri multivrstvovych a funkcionélne gradovanych
nosnikoch, ktoré sa pouzivaji aj v projektovani modernych mechatronickych prvkov
a systémov. V tychto pripadoch sa s vplyvom prie¢nych sil na deforméciu a napétost
nosnika musi uvazovat. Ak dosadime v ([8.43) za p = 1, dostaneme maticu tuhosti kla-
sického rovinného Euler-Bernoulliho nosnika (3:42)).

Pri rieseni rovinnych a priestorovych nosnikovych stustav sa podobne ako pri analyze
pritovych sustav musia zostavovat prvkové rovnice v globalnom siradnicovom systéme.
Po ich rozsireni sa z nich zostavi celkovy systém rovnic MKP, z ktorého po jeho redukcii
moZno vypoéitat globélne zlozky vektora posunutia a vnatornych sil. Tieto sa potom
pretransformuju do lokalnych siradnicovych systémov a sltZia na postudenie tuhosti a
pevnosti analyzovanej sistavy. Vzhladom na rozsah tejto publikicie sa touto proble-
matikou podrobnejsie zaoberat nebudeme. MoZno ju v8ak najst v inych rozsiahlejsich
monografidich zameranych na aplikiciu MKP vo vypoc¢tovej mechanike tuhych telies.
Treba sa v8ak zmienit, Ze komeréné programy MKP obsahuji rozne typy koneénych
prvkov. Ak nosnikova Struktira mé aj zakrivené Gasti, treba ich modelovat zakrivenymi
nosnikovymi prvkami, ktoré maja 3 az 5 uzlovych bodov. Zakrivené ¢asti nosnikovych
gtruktir vSak moZzno dostatocne presne modelovat jemnejSou sietou priamych dvojuz-
lovych nosnikovych prvkov, medzi ktoré patri aj hore uvedeny hermitovsky koneény
prvok. Specilne nosnikové koneéné prvky boli vyvinuté pre modelovanie nosnikov pre-
menlivej tuhosti spdsobenej bud’ zmenou geometrie nosnikov alebo materidlovych vlast-
nosti nosnika — kompozitné nosniky.

3.3.3 Priklady aplikacie nosnikovych prvkov v mechatronike

Nosnikové kone¢né prvky sa pouzivaji na modelovanie rovinnych a priestorovych nos-
nikov a nosnikovych sistav. Vysledkom elasto-statickej analyzy je deformaécia, prie-
beh vnutornych sil a mechanickych napéti v mechanickej sistave. Pri 3D tlohéch
treba vyhodnotit priebeh osovych sil, ohybovych momentov, prieénych sil a kratiacich
momentov. Komeréné softvéry pontkaju nielen vypocet zloZiek mechanickych napéti
a hlavnych napéti priestorovej napétosti, ale aj vypocet porovnéavacich (tiez reduko-
vanych, resp. efektivnych) napéti spravidla podla 1. a 5. pevnostnej hypotézy. Pri
vyhodnocovani porovnavacieho napétia v jednotlivych prierezoch nosnika treba potom
zvaZit, ¢ konstrukcia je zhotovena z krehkého alebo hiZevnatého materialu.

Jednoduchsia situécia je pri rieSeni rovinnych nosnikovych sustav, ked strednice prie-
rezov jednotlivych Casti stustavy, ako aj jej zataZenie lezia v jednej rovine. V tomto
pripade nastava v bodoch stustavy rovinnéa napétost spésobené osovou a prie¢nou silou,
a ohybovym momentom. Ak st jednotlivé nosniky ststavy dostato¢ne dlhé oproti prie-
rezovej ploche, Smykové napétie od prie¢nych sil sa pri dimenzovani obvykle zanedbava.
V tomto pripade vysledné normalové napétie sa rovna si¢tu normalového napétia od
osovej sily a ohybového momentu. Ak mechanicki ststavu dimenzujeme z pevnostne;j
podmienky, potom vysledné normaéalové napéatie v nebezpeénom priereze nesmie pre-
kro¢it hodnotu dovoleného normélového namahania. Pri mechatronickych systémoch,
ako st napr. MEMS, je ¢astou navrhovou veli¢inou deformacia sustavy. V tomto pri-
pade treba zobrat do tvahy, ¢ pozadované posunutia st dostato¢ne malé na to aby
spliali podmienku malych posunuti a rotacii, z ktorej formulacia linearne-elastickych
nosnikovych koneénych prvkov vychédza. Pri §tihlych konstrukcidch dochédza ku ko-
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neénym posunutiam a natoceniam, preto pri takychto systémoch treba pouzit geomet-
ricky a pripadne aj materidlovo nelinearnu analyzu.

Pri dimenzovani nosnikovych Struktur sa vychadza obvykle z pevnostnej podmienky.
Pri rovinnych i priestorovych tlohach sa obvykle vplyv Smykovych napéti od priec-
nych sil zanedbéava. Pri rovinnej tlohe sa zistuje nebezpeény prierez, kde je kombina-
cia normélového napétia od ohybového momentu a osovej sily najnepriaznivejsia. Pri
priestorovej nosnikovej konstrukcii treba okrem normaélovych napéti zahrnat do pev-
nostnej podmienky aj Smykové napitia od kritiaceho momentu. V tomto pripade treba
na dimenzovanie prierezu pouZit prislusna hypotézu pevnosti (pre hiZzevnaty material
spravidla 5. hypotézu pevnosti a pre krehky material 1. hypotézu pevnosti). Na di-
menzovanie otvorenych a uzatvorenych tenkostennych profilov treba pouzit Specialne
tedrie nato urcené.

3.4 Konecné prvky spojitého telesa

Konec¢né prvky spojitého telesa — anglicky solid finite elements — sliZia na modelovanie
priestorovych telies, ktorych Ziaden rozmer nie je zanedbatelny, a tak jeho odozvu na
vonkajsie zataZenie nemozno rie§it prutovymi, resp. nosnikovymi koneénymi prvkami
ako jednorozmernu tlohu. Vzhladom na rozsah tejto publikicie sa v tejto kapitole
sustredime na odvodenie prvkovej rovnice linearneho plosného trojuholnikového konec-
ného prvku. Podobnym spésobom moZno odvodit prvkové rovnice Stvoruholnikového
rovinného prvku, i linedrneho priestorového tetrahédra a hexadrénu. V druhej casti
tejto kapitoly bude uvedeny postup zostavania prvkovej rovnice, tzv. izoparametric-
kého rovinného koneéného prvku s tvarovymi funkciami vyssieho stupia.

3.4.1 Linearny trojuholnikovy konec¢ny prvok

Na Obr. je znazornené rovinna oblast (stena) s plochou S a s konstantnou hriabkou
steny h. Jej materidlové vlastnosti, geometria, deformacné a silové okrajové podmienky
a ostatné parametre mozno opisat v siradniciach x a y. Plocha oblasti S je rozdelena
na trojuholnikové kone¢né prvky pospajané v uzlovych bodoch ¢. 1 az 14. Po zataZeni
maju uzlové body, s vynimkou upevnenych uzlov, moznost deforma¢ného posunutia
u a v v smere siradnicovych osi — v kazdom uzlovom bode st dva transla¢né stupne
volnosti pohybu.

Obr. 3.15. Diskretizacia rovinnej oblasti na rovinné trojuholnikové kone¢né prvky
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Prvkova rovnica bude zostavené pre vybrany koneény prvok e s uzlovymi bodmi I, J
a K, ktorych suradnice sa (zr,yr), (x7,v7), (K, yK).
Vektory posunutia uzlovych bodov prvku e s (Obr. BI6):

B IR P I

z ktorych moZno zostavit vektor posunutia koneéného prvku so iestimi stupfiami vol-
nosti

ar

a = [QJ] = [ur,vr,us, vy, uk, vk | (3.45)
(15

T, U

Obr. 3.16. Vybrany koneény prvok

Lubovolny bod prvku so stradnicami (z, y) sa posunie v smere stiradnicovych osf o
zlozky posunutia u(zx,y) a v(z,y), ktoré sa vyjadria ako linearne polynomické funkcie
s konstantnymi parametrami

aq

[6%)

12y 000 asg
00012y ay
Qs

(€75

a1 + apr + asy

=¢- 3.46
a4 + 052 + oY ? a ( )

Vektor parametrov o mozno uréit z okrajovych podmienok pre posunutie uzlovych
bodov elementu:

r=x5, y=yr = ulzr,y) =ur, v(z,y) =vs
r=xy, y=ys = ulx,y) =uy, v(z,y) =v; (3.47)

r=wk, Yy =yxk = u(@,y) =uk, v(z,y) =vK

93



Potom z (346]) vyplyva

resp. v maticovom tvare:

Formalne plati

Po dalsej uprave
ur | 1
uy = 1
UK 1
vr | 1
vy = 1
VK 1

rr
T

TK

Tr
zg

TK

ur
vy
Uy
vy
UK

VK

yr

YK

yr
Yy

YK

ur
uy

UK

vr
vJ

VK

xr

0

O O O = ==

[IS]
3

Il
[sS

12

Ty YJ

TK YK

= 1 + a2y + a3yr
=1 +axy + azyy

=1 + Tk + Q3YK

= a4 + a5 + agyr
= a4 + a5y + ayYs

=4 T a5TK + QYK

yr

0
0
0

rr Yr
Ys

YK

ZJj

= = = O O O
o=}

TK

[+S
L

IS)
o)

9]

rr
T

TK

xr
zg

TK

dostaneme vztah na vypocet parametrov vektora «

aq

Q2

(e%:]

Qy

Qs

(e75

1z yr
1 x5y

1 zx yk
0 0 0
0 0 O
0 0 O

-1

o O O
o O O
o O O

1 x5 yr
1 zyy;

1 zx yk
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Q2
Qs
Qg
a5

&7

yr
Yj
YK

yr
Yy
YK

ur
Uy
UK
vy
vy

VK

(3.48)
(3.49)
(3.50)
ur i
uy
UK ]
(3.51)
vr i
vy
VK ]
(3.52)



Inverziu submatice suradnic uzlovych bodov mozno vykonat analyticky znamym po-
stupom. Dosadenim ([B.52)) do 48] a po prislugnych matematickych tipravach mozno
dostat konkrétnu zéavislost posunuti Iubovolného bodu kone¢ného prvku na posunu-
tiach jeho uzlovych bodov v tvare

_|ulzy)| | Nt 0 Ny 0 Ng 0 | us
0 Nty 0 Ny 0 Ng vy

V B353) je N matica tvarovych funkcii (shape functions). Pre uzol I plati:
Ny = (a1 +brx + ij)/(QSe)
ar =TJYxk —TKYJ
br =ys — Yk
Cl =K —XJ

(3.54)

Cyklickou zdmenou indexov I, J, a K v [B.54)) mozno ziskat tvarové funkcie Ny a N
pre uzlové body J a K. Je zrejmé, Ze tieto tvarové funkcie st linedrne polynoémy.

V zmysle postupu uvedenému v kapitole B2 teraz mozno urcit transformacény vztah
medzi zloZkami pretvorenia a zlozkami posunutia v lubovolnom bode koneéného prvku.
Zohl'adnenim rovnic pruZnosti pre rovinni napétost mame

du(z,y) do(z, y) _ Ou(z,y) | Ov(z,y)

= g =77 = 3.95
o or ' v oy ks Oy * Ox (3:59)
Vykonanim naznacenych derivacii vyrazu ([3.53) dostaneme transformaény vztah
[ 1 [on ON ON v |
c I J K
’ Oz 0 oz 0 oz 0 vr
3N[ 3NJ aNK wy
e— | ¢ = 0 - 0 —_— 0 . = Ba® (3.56
£ Y oy dy ox v Ba® { )
5 ON; ON; ON; ON; ONg ONg UK
i - ] | Oy ox dy or oy ox | vk

Matica B v ([B.50]) sa nazyva transformacéna matica deformacie, ktort mozno este upra-
vit do jednoduchsieho tvaru vykonanim derivacii tvarovych funkeii (854]). Napriklad,
pre uzol I dostaneme:

Nr = (a7 + brx + c1y)/(25°9)

8N] 8NI

_— = 2 € _— = 2 €
31’ b]/ S ay C]/ S
ON,y ON; (3.57)
_— = 2 e _— 2 e
O bJ/ S ay CJ/ S
8NK 8NK
= 2 € _— = 2 €
31’ bK/ S ay CK/ S
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Analogicky moZno dostat vztahy pre zvy$né derivacie tvarovych funkcii v transformac-
nej matici. Potom (B356) ma tvar

g T
Ex by 0 by 0 bxg O vr
. 1 wy e
€= | €&y :2.5'6 0O ¢ 0 ¢y 0 crx |- vy =DBa (3-58)
Ve cr br ¢y by ckx br UK
VK

Ako moZno vidiet, transforma¢né matica B je maticou konstant vypocitanych zo si-
radnic uzlovych bodov kone¢ného prvku.
V dalsom kroku sa vyjadri Hookov zakon rovinnej napétosti

Oz 1 v 0 Ex

e € _e . E E € e

o =D%" = v =12 v 1 10 - | €& | =D°Ba (3.59)
7. 00 —=| |

Teraz mozno zostavit maticu tuhosti kone¢ného prvku rovinnej napéatosti podla vztahu

Ke — /EETQSEEdV (360)
Ve

kde integrant je konstantna matica a objem V¢ = S¢t s konstantnou hrabkou h. Potom
maticu tuhosti mozno vypoditat zo vztahu
Ke — [BGTQEEE]SG}L (361)

ktora bude mat rozmer 6 x 6. Prvkova rovnica, vyjadrujica zavislost medzi uzlovymi
silami F'¢ a posunutiami v uzloch méa tvar

K¢ = F° (3.62)

Rozsirenim matice tuhosti a vektora uzlovych sil vSetkych prvkov na rozmer zhodny
s po¢tom stuphov volnosti pohybu vo vSetkych uzlovych bodov a ich s¢itanim do-
staneme celkovy systém rovnic, ktory po zohladneni okrajovych podmienok mozno
vyriesit. Z vypoéitanych posunuti uzlovych bodov mozno potom uréit potrebné me-
chanické napétia. Podobnym spdsobom sa postupuje aj pri zostaveni prvkovej rovnice
stvoruholnikového konecéného prvku rovinnej napétosti. Pri odvadzani plognych prvkov
rovinnej deformécie a rota¢nej symetrie treba zohladnit Specifikd tychto Specidlnych
stavov napétia a deformacie.
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3.4.2 Izoparametrické rovinné konec¢né prvky

Vyhodou linearnych rovinnych koneénych prvkov je, Ze maticu tuhosti mozno uréit bez
numerickej integracie. Nevyhodou v8ak je, Ze zakrivené hranice rovinnej oblasti mozno
diskretizovat len pribliZzne. ZvySenie po¢tu uzlovych bodov vyzaduje pouZit za tvarové
funkcie polynémy vysSieho stupiia. Matica tuhosti sa potom musi vypocitat integrova-
nim podla (B60), ¢o nie je jednoducha zalezitost. Preto vznikol koncept izoparametric-
kych kone¢nych prvkov, ktorych nazov sa zaklada na skuto¢nosti, ze tvarové funkcie na
vyjadrenie posunutia lubovolného bodu koneéného prvku v zavislosti od posunuti jeho
uzlovych bodov st rovnaké ako pri vyjadreni siradnic l'ubovolného bodu kone¢ného
prvku na saradniciach jeho uzlovych bodov. Skuto¢né oblast koneéného prvku (rovinna
alebo priestorova), definovana v kartézskych saradniciach, sa jedno-jednozna¢ne pre-
transformuje na jednoduchsiu jednotkovi oblast (napr. Stvorec alebo kocku), na ktorej
sa integracia matice tuhosti vykona numericky pomocou Gausovej integra¢nej metody.
Na Obr. BI7 je znazornena transformacia 9-uzlového rovinného kone¢ného prvku v si-
radniciach (z,y) na 9-uzlovy koneény prvok s prirodzenymi siradnicami (£, 7). Plocha
prvku v kartézskom systéme suradnic je S(x,y) a v prirodzenom je S(&, 7).

Obr. 3.17. Transformacia 9-uzlového rovinného kone¢ného prvku

Pre kartézske suradnice Tubovolného bodu po transformécii plati:

x| (x(€m)
el 569

pricom prirodzené stradnice £ € (—1,1); n € (—1,1).
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x1

Y1
x2

{Nl(f,n) 0 No(&m) 0 Na(&m) ... No(&m) 0 Y2

w(6,n) = z(&m)
NS 0 M(E&n) 0 N&n) 0 0 No(&n)| |as

y(&m)

To
Yo

(3.64)
pricom N;(&,7), ¢ € (1,9) st aproximacné polynomy (tvarové funkcie) rovinnych izo-
parametrickych kone¢nych prvkov. Pre Stvoruzlovy izoparametricky koneény prvok
(i = 4) majua tvar (bilinedrne polynémy) — Obr. BI8

Nilgn) = (1 - €)1 1)

Nalgn) = (1 +6)(1 1)

h (3.65)
N3(&m) = 7(1+ &L +n)
Nilgn) = (1 - €)1 +1)
a rovnica (3.64) sa zredukuje na:
o]
Y1
T2
_ 95(5,77) o Nl(fﬂ?) 0 N4(£’77) 0 ) Y2
z(§,n) = Lj(m)] = [ 0 NiEn) .. 0 Nien)| | (3.66)
Y3
T4
_y4_

Tento kone¢ny prvok sa oznacuje tiez ako bilinearny rovinny izoparametricky.
Pre 8 a 9 uzlovy koneény prvok st nahradné funkcie bikvadratické (prirodzené stradnice
vystupuju v druhej mocnine) a maju tvar:

1 1 ,
Ni(§n) = 260 =OA =n)n, No(§n) = 7EQ+ A —m)y ... atd.
Jacobiho matica transforméacie suradnic méa tvar
or 0y
o o€
J = 3.67
1= o oy (3.67)
on On
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t=-1 4(z4,92) 1=0

1

T p=+1 (&n) =gz, y)
J *

v

T, U

Obr. 3.18. Stvoruzlovy izoparametricky kone¢ny prvok

Jej determinant je
dz 9y
o0& o0& Ordy Oyox
detJ = =——-=—
T oe oy | 9€on dgon
on 0On

(3.68)

Transformacny vztah medzi plochami prvkov v kartézskom a prirodzenom suradnico-

vom systéme je
dS(xz,y) = dedy = dS(&,n) detJ = d€ dndetJ

Posunutia uzlovych bodov pre 4-uzlovy bilinearny koneény prvok potom st

u(é,n)]_[wf,n) 0 .. Nu&m) 0

Podobne, ako pri linedrnych konecnych prvkoch, treba vyjadrit

ul'

U1
U2
V2
us
U3
Uq
V4

(3.69)

(3.70)

a) vztah medzi posunutim I'ubovolného bodu elementu a posunutiami uzlovych bo-

dov:
u(fv 77) = ﬂ@e - ﬂ(fa 77) Qe

b) vztah medzi pretvorenim a posunutiami uzlovych bodov

e(&n) =B, n)a’
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¢) maticu tuhosti

1

K = [B'¢nDBemdv = [ [ BTen DB hdecsdcdy  (373)
1%

—-1-1

Transformac¢ny vztah medzi objemami koneénych prvkov je
dV = hdetJ d¢dn
Vztah B71) vychadza z rovnice BX70l Jej derivaciou dostaneme vztah [B72) v tvare

(3.74)

_ - _ U1

Ny 9Ny U1

z(&m) o 0 i -

ON- ON, v

&) = |ey&m)| = a—yl a—; w (3.75)

) ON1 0N, ONy ONy v3

TS0 oy oOx = Oy Oz Uq
L i L 1 o]

Pri¢om matica derivacii tvarovych funkcii podl'a kartézskych saradnic je transformacéna
matica B. KedZe tvarové funkcie zavisia od prirodzenych siradnic, najskor sa vykonaju
ich derivacie podla tychto suradnic. Napriklad, pre i-tu tvarova funkciu N; = N;(€,n) =
N;[z(&,m),y(&,n)] mozno dostat:

ON; _ ON; 0z  ON; Oy
o8 Oz O¢ oy 0&
ON; ONidx 0N dy (3.76)
on  Ox On Oy On
Rovnicu [B.76]) mozno zapisat v maticovom tvare
ONi Oz dy ON; ON;
o0& o8 o€ ox Ox
— . =J- 3.77
ON; Oz Oy ON; — | ON; (8.77)
on on On Oy dy

s Jacobiho maticou transformécie J (tiez sa nazyva Jacobian).
Po inverzii (B.77) dostaneme pozadované derivécie tvarovych funkeii podla kartézskych
sturadnic

a—x —1 85
=J 3.78
on, | 1| o o
dy on
Napriklad, pre bilinearny Stvoruzlovy prvok a pre ¢ = 1 moZno dostat:
0Ny 01 1 1
— = — | —(1 = 1 — = —(—1 = — —1 3.79
e = o |10~ 00 =0 = {1Em =01 (3.79)
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Analogicky mozno vykonat dalsie derivacie tvarovych funkcii [B77). Inverzny tvar
Jacobianu je:

ox oy

a1 on 08

detJ dy Oz

on  0&

kde detJ je determinant Jacobianu: Dosadenim derivacii B.79) a vyrazu (B80) do

B1]) mame:

(3.80)

8Ni @ _@ aNi
0 0 0
G O I (3.81)
ON; detJ | Ox 09y ON;
dy an  0¢ an
Derivovanim suradnice y(§,7n) v ([B.60) podla prirodzenych siradnic dostaneme
T
ay(f,n) B 8N1 8N2 8N3 8N4 Y2 . Z %
o | o¢ o¢ o¢ oe ys |~ 4eTog
Ya
- (3.82)
Y1
y(&m) | ON1 ONz ON3 ONg | | Y2 | _ Z ONy
og | oy Oy om Oy ys | - on Yk
Ya

kde Ny = Ni(&,m), a k € (1,4) je ¢&slo uzlového bodu. Podobne mozno derivovat
sturadnicu z(£,n). Potom v rovnici (8:81]) pre uzol k = 1 méame:

N,
ON; 1 ON, ON}, 9¢
or  detJ [zk: an Yk —Ek:a—gyk] : ON, (3.83)
o

Po vyjadreni v8etkych derivécii dostaneme vSetky ¢leny transformacnej matice B(€, )
s rozmerom [2 x 8]. Potom moZno podla [B73)) numericky vypocitat maticu tuhosti
pomocou Gaussovej kvadratury

K®= j/lg(f,n) d§ dn (3.84)

s integrantom G(&,7) = B"(§,1) D B(&,7) hdet.
Analogickym spdsobom mozno postupovat pri zostavovani matice tuhosti priestorového
8 az 20 uzlového izoparametrického kone¢ného prvku.
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3.5 Specialne kone¢né prvky

Vol'ba pouzitého koneéného prvku zavisi od geometrie analyzovaného telesa, od okra-
jovych podmienok (uloZenie a zataZenie) a materidlového modelu. Komeréné softvéry
pontkajt vo svojej kniZnici rozne varianty pratovych prvkov (typu LINK), nosnikovych
koneénych prvkov (typu BEAM) a prvkov spojitého telesa (typu SOLID). Zastupcovia
tychto skupin kone¢nych prvkov boli prezentovani v predoslych podkapitolach. Tymito
zékladnymi typmi kone¢nych prvkov moZno modelovat a analyzovat va¢sinu mechat-
ronickych prvkov a systémov ¢i uz ako v jednej samostatnej fyzikalnej alebo v multify-
zikalnej oblasti. Z hladiska elastostatiky a termoelasticity mechatronickych prvkov st
velmi dolezité skrupinové koneéné prvky (typu SHELL). Nimi mozno modelovat pries-
torové systémy, ktorych rozmer v jednom smere (spravidla hrubka) je oproti ostanym
rozmerom mala. Vyhodou tychto prvkov je jednoduché modelovanie aj zakrivenych
povrchov malej konStantnej ale aj premenlivej hrubky. Z hl'adiska modelovania a simu-
lacie elastodynamickych tdloh st vyhodné kombinované koneéné prvky (typu COMBI-
NATION) a prvky sustredenej hmotnosti (typu STRUCTURAL MASS). Kombinovany
koneény prvok sluzi na modelovanie pruzin s tlmenim a prvky ststredenej hmotnosti
slazia na zohladnenie hmotnych telies uloZenych na nosnej konstrukcii — napr. seiz-
mickd hmota na senzore zrychlenia, hmotnost pohonu na nosnom rame automobilu,
a pod. Podrobny zoznam typov kone¢nych prvkov a ich charakteristik moZno najst
v helpovych ¢astiach komerénych softvérov metédy koneénych prvkov.
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Kapitola 4

Elastodynamika a MKP

4.1 TUvod a motivacia

Cielom podkapitoly je poukézat na rozdielnost u¢inkov statickych a dynamickych
sil na poddajné telesa. V analytickych vypoctoch je zohladneny vplyv zotrvaénych
sil prostrednictvom dynamického koeficienta pri priamod¢iarom zrychlenom a rota¢nom
pohybe. V zavere podkapitoly je naznaceny vypocet rotujiceho ramena konstantného
napéatia. V podkapitole [£3] sa zaoberame kmitanim pruznych ststav. St v nej opi-
sané zakladné veli¢iny kmitania a ich jednotky ako aj odvodené rovnice volného kmi-
tania. Analytickou metodou je rieSené vlastné kmitanie pruzného pruta v pozdlznom
a prie¢nom smere, ako aj rota¢né kmitanie ststavy s jednym stupiiom volnosti pohybu.
Poukazuje sa na vplyv vlastnej tiaze konStrukcie na frekvenciu vlastného kmitania.
V dalgej casti tejto podkapitoly sa zaoberame vynutenym kmitanim a jeho paramet-
rami ziskanymi rieSenim pohybovych rovnic. Je znazornena amplitidovo-frekvenéné
charakteristika harmonického kmitania a je vysvetleny saéinitel naladenia, ktorého
velkost stanovuje odolnost dynamickej siistavu voéi rezonanénym stavom kmitania.

4.2 Zohladnenie dynamickych sil pri elasto-dynamic-
kych analyzach

Pri rieseni linearnych statickych tloh pruznosti a pevnosti mechanickych prvkov a sus-
tav sa predpokladé ¢asova nezavislost zatazujucich sil. Vypocet deformécie a vnitor-
nych sil prebehne v jednom kroku pre dant geometriu, material a okrajové podmienky
(predpisané posunutia a vonkajsie zataZenia na okraji mechanického prvku alebo me-
chanickej sustavy). Mechanicka stistava sa nachadza v statickej rovnovahe ak sa nepohy-
buje alebo vykonava rovnomerny priamociary pohyb (bez zrychlenia). Zatazujuce sily
narastt z nulovej hodnoty na konstantnu statickd hodnotu. Pre tento stav sa vypocita
pruzné deformécia a mechanické napétia. Ako priklad mozno uviest stojaci automobil
alebo priamociaro a konstantnou rychlostou sa pohybujici automobil.

Dynamické naméahanie vznikne vtedy, ak mechanicka stistava alebo jej ¢ast sa pohybuje
priamodiaro so zrychlenim, alebo vykonava krivociary pohyb. Tento pohyb je sposo-
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beny dynamickym (¢asovo premenlivym) zataZenim, ktoré moéze byt nahodné alebo
harmonické. Dynamické naméahanie mé najcastejSie charakter zotrvaénych a odstredi-
vych sil. Ako priklad moZno uviest zrychlujuci alebo spomalujici pohyb automobilu.
Uvazujme hmotné teleso s hmotnostou m [kg] ktoré sa pohybuje priamociaro po pod-
lozke bez trenia zrychlenim a [ms™2|. Za ¢as t prekond drahu z(t) Obr. @Il Podla
2. Newtonovho zakona, pohyb telesa je spdsobeny zrychlujicou silou F4 = ma [N],
posobiacej v tazisku telesa T'.

Fp T

<
<

;FA :U(t)

a
>
m

Obr. 4.1. Priamo¢iary zrychleny pohyb telesa

Proti orientécii pohybu (zrychlenia) posobi doplnkova zotrvaéna sila, nazyvana tiez ako
d“Alembertova sila o velkosti Fip. Teleso sa pod u¢inkom tych sil nachddza v dynamic-
kej rovnovahe. Z podmienky rovnovéahy sil do osi  vyplyva

Fo—Fp=0 (4.1)
Po dosadeni za zrychlujucu silu dostaneme d “Alembertovii zotrvaénu silu

d*x(t)
dt?

Uvazujme teraz rota¢ny pohyb po kruznici hmotného telesa o hmotnosti m konstantnou
uhlovou rychlostou (tiez uhlova frekvencia) w [rad/s| — Obr. Teleso je pripevnené
ku stredu otacania tycou dizky r. Pri kruhovom pohybe vznika dostredivé zrychlenie
v smere normély ku kruhovej dréhe telesa — a,,. Proti tomuto zrychleniu pésobi odstre-
diva sila Fip. V myslenom reze tyce (tesne za uchytenim telesa) posobi vnutorna osova
sila N = mrw?. Z podmienok dynamickej rovnovahy vyplyva:

Fp=Fs=ma=m (4.2)

Fp—-N=0 (4.3)

A po dosadeni za osovu silu dostaneme doplnkovia odstrediva silu

Fp=N=mruw? (4.4)
w a
i N m F
ﬂ: f} “—Om ——O— D
PR

Obr. 4.2. Rovnomerny kruhovy pohyb

Ué¢inkom d~Alembertovej sily vznikaju oproti statickym u¢inkom doplnkové deforma-
cie a mechanické napétia. Tieto dynamické aéinky moézu pri velkych hmotnostiach
a zrychleniach vysoko prekradovat statické ucinky.

104



Ako vidime, doplnkové dynamické sily tzko stuvisia s hmotnostou pohybujicej sa me-
chanickej sustavy. Hmotnost mechanickej sustavy sa sklada z vlastnej hmotnosti me-
chanickej sustavy ako aj z hmotnosti ostatnych telies, s ktorymi mechanicky systém
manipuluje, resp. si s nim spojené. Na Obr. 3] je na lane zavesené teleso o hmot-
nosti m, ktoré je zdvihané vertikdlnym zrychlenim a prostrednictvom lana s vlastnou
hmotnostou mg. Dalej, v = pg A [N/m] je merna tiaz lana (p je merna hmotnost lana
a g je tiazové zrychlenie, A je prierezova plocha lana, Q = m g je tiaz bremena m). Ak
je vlastna hmotnost lana v porovnani s hmotnostou zdvihaného telesa malé, potom ju
mozme v rovniciach dynamickej rovnovahy zanedbat. V opa¢nom pripade ju musime do
rovnic rovnovahy zahrnat, ¢im sa rieSenie dynamickej rovnovahy analytickou metédou
komplikuje.

Obr. 4.3. Mechanicka stustava s uvazovanim vlastnej hmotnosti

Riesenie dynamickych t¢inkov v pevnostnych a tuhostnych analyzach mozno rozdelit
na tieto typy tuloh:

a) zohladnenie u¢inkov zotrvacnych sil do statickych rovnic rovnovéahy;
b) kmitanie pruZnych ststav;

¢) namahanie razom.

4.2.1 Zohl'adnenie u¢inkov zotrvacénych sil

Ak tiazové zrychlenie g a zrychlenie (spomalenie) a maja rovnaky smer, uéinok zo-
trvaénych a gravitaénych sil je kvalitativne rovnaky a je ho moZno superponovat.
V analytickych vypoc¢toch sa zavadza pojem “dynamicky koeficient”, ktorym sa imerne
zvySuje vel'kost statického zataZenia a tloha sa potom riesi metédami elastostatiky. Ak
sila F', normélové napétie o, Smykové napétie 7, posunutie § si statické ucinky, po-
tom dynamické G¢inky st Fiayn = kaynt', 0ayn = kayn0, Tayn = KaynT, Odyn = Edyn0,
kde kgyn = 1+ a/g je dynamicky koeficient. Ak a je réznobezné s g, potom treba pri
superpozicii uéinkov zohl'adnit ich vektorovy charakter.

Priklad 4.1

Na nosniku (Obr. 4h) je uloZeny pohon s hmotnostou mq, ktory dviha na lane bre-
meno s hmotnostou mso so zrychlenim a. Hmotnost lana, ktora je zavisla od polohy
zdvihaného bremena je m;. TiaZové zrychlenie je g. Treba uréit staticka a dynamicka
silu pésobiacu na nosnik v mieste uloZenia pohonu pri zdvihani bremena.
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RieSenie:

Podl'a Obr. [4b, staticka sila Fsiqr = (ma 4+ my)g. Vysledna staticka sila pdsobiaca na
nosnik je Fstato = Fstat +m1g (ObI‘ Mb)

Dynamicka sila Fgyn, = Fstatkdyn, pricom kgyy, je dynamicky koeficient. Vysledna sila
posobiaca na nosnik pri zdvihani bremena je Fyyny = Fayn +mag (Obr. E4k).

(a) ' m1,Q1r =myg (b) statika: Q1+ Q2+ Q1 = Fstarn

Tt 1

paw AN A AN
at

gt :
@ (C) dynamlka: denv = kdynFstat + Ql
mao l

m;, Qi =myg

Q2=mayg - =
Obr. 4.4. Statické a dynamické naméhanie nosnika

Poznamka: tiazova sila pohonu Q1 = mjg sa nenasobi dynamickym koeficientom,
pretoze hmota pohonu sa nepohybuje. Pri dimenzovani nosnika treba este do miesta
uloZenia pohonu vlozit kratiaci moment pohonu M, ktory vznika dosledkom zdvihania
bremena navijanim lana na vavijaci bubon a namaha dodato¢ne nosnik na ohyb. Pri
presnom rieSeni tejto tlohy treba vziat do uvahy aj spojité zataZenie od vlastnej tiaZe
nosnika. Pri spistani treba vo vztahu pre dynamicky sucinitel dosadit zrychlenie a so
zapornym znamienkom. Pre pripad a = —g¢g je nosnik namahany len statickou silou
Ftaty. Je zrejmé, ze dimenzovanie prierezu nosnika musi vychadzat z najviacsej hod-
noty dynamickej sily, ktora vznikéa pri zdvihani bremena s najdlhsou aktualnou dizkou
lana. Ak zanedbame vlastni hmotnost lana, potom staticka sila posobiaca na nosnik
je Fstqt = mag a dynamicka sila je Fuyn = Fastatkdyn-

Priklad 4.2
Treba urcit dynamicka silu v lane vytahu pri:

a) rovnomerne zrychlenom rozbehu (a; > 0), konstantnej rychlosti zdvihu (a = 0)
a rovnomerne spomalenom brzdeni (az < 0) pri zastavovani vytahu (Obr. 0);

b) rovnomernom rozbehu (a; > 0), konStantnej rychlosti spistania (a = 0) a rovno-
mernom spomaleni (ag < 0) pri zastavovani vytahu (Obr. 6.

Predpoklada sa, ze absolitna hodnota najvicsieho zrychlenia (spomalenia) je mensia
ako je hodnota tiazového zrychlenia g. Vlastna tiaz kabinky s posiadkou je G = mg,
kde m je hmotnost kabinky s posaddkou.
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Na Obr. L5k je znadzorneny priebeh rychlosti zdvihania kabinky v od ¢asu 7 s tromi
fazami zdvihu — rozbeh, zdvihanie a brzdenie.

Na Obr. je znazorneny priebeh dynamickej sily Fy,y v zavislosti od ¢asu 7 v jednot-
livych fazach zdvihania. Ako vidiet, maximalna dynamicka sila je vo faze rovnomerne
zrychleného rozbehu.

(a)
a1 = konst - rozbeh
as = konst - brzdenie

v
™ s, a=0
\% I
G =mg = Fuu a1 >0 N\ <0
i ol
(b) 1 o
F ! 1 !
Fau =G Fa 3 :
Fmaw i ] Fd2
a=0 T a1 a=0 * as |a=0
0
FS‘ a sta
stat Fstat
Fsttzt l T Fstut
Fa Fao

Obr. 4.5. Dynamika zdvihania kabinky vytahu
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Na Obr. L6k je znazorneny priebeh rychlosti sptstania kabinky v od €asu 7 s tromi
fazami zdvihu — rozbeh, spastanie a brzdenie.

Na Obr. je znazorneny priebeh dynamickej sily Fyy, v zavislosti od ¢asu 7 v
jednotlivych fazach spustania. Ako vidiet, maximélna dynamicka sila je vo faze rovno-
merne spomaleného brzdenia.

(a)
a1 = konst - rozbeh
as — konst - brzdenie

G:mg:Fstat al § az <0
3 3 Tls]
b | ]
(b) F : : !
Fstat:G i Fd2
W
Fmin i i i mes
a=0
-0 ¢a1 a=0 a=0

v=konst T az

Fstat Fstat
Fstat

Fdl l Fstat
Fao

Obr. 4.6. Dynamika spustania kabinky vytahu
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4.2.2 Analytické vypocty napitia a deformécie pri priamocia-
rom zrychlenom pohybe mechanickych sastav

Postup zahrnutia dynamickych tu¢inkov pri dimenzovani mechanickych systémov bude
ukdzany na nasledujicom priklade.

Priklad 4.3

Treba vypocitat dynamicky koeficient kqyy pre dimenzovanie lana s modulom pruznosti
E, ked je dané: Tiaz bremena s hmotnostou m [kg| je G = m g [N], merna tiaz lana
v = pg A [Nm~!] s mernou hmotnostou p [kgm=3], tiaZové zrychlenie g [9,81 ms~2,
konstantné zrychlenie pohybu a [ms~2]. NapiSte pevnostntt podmienku na vypodcet
prierezu lana A, ked maximalna dlzka lana = = l,ae (Obr. E7)).

(b) (©) (d)

G
'E,
Obr. 4.7. Zdvihanie bremena rovnomerne zrychlenym pohybom
RieSenie:

a) statické naméhanie:
Statickd podmienka rovnovahy uvolneného bremena bez uvaZenia mernej tiaZe lana

(Obr. I7b) je:
Nstat = G = mg (45)

kde Ngiqt je vnutorna osova sila v lane. Z pevnostnej podmienky
Ostat = Nstat/A < Tdov (4.6)
mozno urc¢it prierezova plochu lana
A> Nstat/Udov (4~7)

kde ostqt je napétie v lane pri statickom naméhani, a 044, je dovolené naméahanie
lana. Celkové statické predlzenie lana dlzky = = l,,,40 je

Ntatls
Alstat,mcwc = stg—Anax (48)

Ak zohl'adnime vlastnu tiaZ lana, potom

Nstat =G + YT (49)
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a maximalna osova sila
Nstat,max =G+ Y lmaz (410)

z ktorej mozno ur¢it maximalne napétie a predlZenie

Nstat,max

Ostat,maxr = T < Odov (4.11)
Gl 12

Als at;mar = S 4 4.12

tat EA ' 2AE (4.12)

b) dynamické namahanie:
Bremeno zdvihané konstantnym zrychlenim a je znazornené na Obr. L 7kc. Dopln-
kova zotrvacéné sila

G
Fp=(m+my)a= (— + zw>a (4.13)
g g
vstupuje do rovnice dynamickej rovnovahy v zvislom smere x:
Ngyn =G+~vz+ Fp (4.14)

z ktorej uéime dynamicki osovu silu, kde vystupuje aj dynamicky koeficient kqyy:

a
Ndyn = (G + ’Y-T) (1 + E) = Nstatkdyn (415)
o Ndyn,maz o o
Potom Odyn,mazx — T - Ustat,mazkdyn a Aldyn,maw - kdyn,mazAlstat,maxa

pri¢om Ndyn,max = []\/vdyn}ar::lmam
Poznamka: Pri analytickom vypocte sa Casto pruzny charakter mechanickych prvkov
nahradza v mechanickom modeli redlnej mechanickej ststavy pomocou pruzin defino-
vanych pruzinovou konstantou k. PruZinova konstanta vyplyva napr. zo vztahu (@8],
ak zavislost osovej sily a predlZenia lana (pruta) vyjadrime vo v8eobecnom tvare

N = ETAAI = kAl (4.16)

Mechanicku ststavu na Obr. EE7h moZno znazornit schematickym modelom v tvare 7.
Mechanicku ststavu na Obr. .8k mozno znazornit ako dve hmoty mi a msy zavesené
na dvoch sériovo zapojenych pruzinach k1 = E1 41/l a ko = E3As/ly — Obr. [43b.
Ak je jedna hmota m zavesena (pripojena) na dve sériovo usporiadané pruziny potom
1 = 1 + i, a tuhost nadhradnej pruZiny k = M Potom moZno dana tlohu riesit
ko k1 ke ki + ko
pomocou jednoduchsiecho modelu podla Obr. EL.8k.
Toto tvrdenie moZno dokazat nasledujucim rieSenim:

Majme sastavu dvoch sériovo zapojenych pruzin k; a ko namahanych silou F'. Této sila

a .
posunie bod A o pruzné posunutie Al = Al; +Als, pricom Al; = " je predlZenie prvej
1

F .
a Aly = ™ je predlzenie druhej pruziny. V obidvoch pruzinach vznikne rovnaka osova
2
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@ m )
k

® me Al

Obr. 4.8. Sériové zapojenie dvoch pruzin

. F
sila Ny = No = N = F. Dalej plati: Al = s kde k je hladana pruZinova konStanta
celej sustavy. Potom

F F F
—=— 4+ — 4.17
S + ko ( )
Z rovnice ([@IT) dostaneme
1 k1 ko

k = = 4-18
i + i ki + ko ( )
ki ko

Na Obr. L0h su paralelne zapojené dve pruziny ki a ko, na ktorych je pripojené jedna
hmota m. ZjednoduSeny model rieSenia tlohy bude jedna pruzina s pruzinovou kon-
gtantou k = k1 + ko a s hmotnostou m.

13}

F=ma

k F=ma
by >~ ANANANG—

dl

Obr. 4.9. Paralelné zapojenie dvoch pruzin

Pruzinova konstantu k£ ako algebricky sucet paralelne zapojenych pruzin uréime nasle-
dujtucou jednoduchou tuvahou. Je zrejmé, Ze posobisko sily pri malej prie¢nej vzdiale-
nosti pruzin sa posunie o hodnotu Al = Al; = Aly = F1/ky = Fy/ks = F/k. Prenos
sily F' na pruziny sa rozdeli na silu F; a F5 podla vztahu F' = F| + F5, = Alk =
Alrky + Algky. Odtial priamo dostaneme: k = k1 + ko, resp. pre i — paralelne zapoje-

nych pruzin
k=> ki (4.19)

Pri jednosmernom sériovo-paralelnom zapojeni jednohmotového systému treba postu-

povat kombinaciou rovnic [@I8) a [@I9).
Treba zdoraznit, Ze tymto spdésobom nemozno superponovat pruZinové konstanty roz-
nobezne zapojenych pruzin.
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4.2.3 Zohl'adnenie zotrva¢nych sil pri rotaénom pohybe

UvaZzujme rameno s polomermi r; a ro, s prierezom A, ktoré rotuje okolo stredu otacania
uhlovou rychlostou w = 27 n [rad/s|, pricom n [ot/s| st otacky ramena. Na vybraty
hmotny element ramena dm = p Adx posobi dostredivé zrychlenie a, = xw? proti
ktorému posobi odstrediva zotrvacna sila dC = dma, = dmxw? - Obr. EI0h. Na
Obr. ET0b je znazorneny hmotny element v dynamickej rovnovahe s vnttornymi silami
v reze x a x + dx.

o)A | qo| oz +dx)A
p e - «— >

x;dm

dx

S

Obr. 4.10. Rotujice rameno konStantného prierezu

Rovnica dynamickej rovnovéahy sil do osi z je:

Z Fiz=0: (o(z)+do(z))A+dC =oc(x)A (4.20)
a po uprave dostaneme diferencidlnu rovnicu
1
do(x) = —% = —dexw2 = —pwizdr (4.21)

Po jej integracii dostaneme rieSenie pre normalové napétie v zavislosti na polohe rezu

z. Integra¢ni konstantu Cy uéime z okrajovej podmienky:
2
x=rg: U(x):0:>01:pw2?2

Potom
w? 2 2
o(x) = 3 (r3 — 2?) (4.22)

Priebeh napétia po dizke ramena je parabolicky s maximalnou hodnotou v reze z = r;
a s nulovou hodnotou na volnom konci ramena (Obr. ELTT]):

2

Omazx — P% (Tg - T%) (423)

Ako vidiet zo vztahu [22]), mechanické napétie nie je zavislé od velkosti prierezovej

plochy ramena.
Celkové predlzenie rotujiceho ramena Ar mozno uréit integraciou pomerného predlze-

nia e(x):
T2 T2 2
Ar = /s(x)dx :/%dwzp;—E

T1 T1

27"5’ — 37"%7*1 + ri{’

5 (4.24)

112



Obr. 4.11. Priebeh normalového napétia

Pre pripad r; = 0 bude celkové predizenie ramena

2

w
[Ar], = = P3E"2 3 (4.25)

Podobnym spésobom mozno ur¢it mechanické napétie a deformaciu rotujiceho ramena
(re =7, 11 = 0) s hmotnostou m na volnom konci - Obr. A12]

'\w ‘ Fp = mrw?

[

Umax

Obr. 4.12. Rotujtce rameno s pridavnou hmotnostou

Na zéklade superpozicie u¢inkov treba hore uvedené vztahy doplnit o a¢inok zotrvac-
nych sil Fp = ma, = mrw? spdsobeny pridavnou hmotnostou m. Potom mame:
w2 FD 2 FD’I“
[ ] r1 —O

Omazx = 2 ‘|‘ 7 3E + —EA (426)

Ak by sa minimalizovala hmotnost ramena tak, aby v kazdom reze bolo napétie rovnakeé

F
a bolo rovné o(z) = o = konst = A—D, potom by sa musela prierezova plocha menit

exponencialne - pozri Obr. T3] pricom Ag je velkost prierezovej plochy v mieste
pripojenia prislusnej hmotnosti.

exponenciala

Obr. 4.13. Rameno konStantnej pevnosti

V pripade premenlivej uhlovej rychlosti sa pri dimenzovani musi zohladnit jej najvacsia
hodnota.

113



4.3 Kmitanie pruznych ststav

Pruzné sistava vybudenéd dynamickym kinematickym alebo kinetickym tu¢inkom zacne
kmitat. Ststava kmita okolo rovnovaznej statickej konfiguréacie vyvolanej statickym za-
taZenim (napr. vlastné tiaz, elektromagnetickd alebo termomechanicka sila a pod.). Na
Obr. fT14] mame ststavu pozostavajica z hmoty m zavesenej na pruZine s tuhostou

v tahu-tlaku k = El—A (pruzinova konstanta). Pruzina je upevnena v pevnom klbe.
Vplyvom tiazovej sily G = m g sa pruzina dostane do rovnovazneho statického stavu
pri¢om jej statické predlzenie je 8410t = —. Vychylenim hmoty m o nejakia pociatoni
vychylku za¢ne tato hmota kmitat okolo statickej rovnovaznej polohy dynamickou vy-
chylkou dgyn — amplitGdou kmitania, a frekvenciou kmitania f = w/27. Désledkom
tlmenia sistavy bude amplitida kmitania zavisla od ¢asu t. Po ur¢itom ¢ase sa kmi-

tanie utlmi do stavu statickej rovnovaznej polohy. O takejto stuistave hovorime, Ze ma
jeden stupeii volnosti pohybu — v nasom pripade vo zvislom smere.

5(1 (t)
k yn
l 6stat

Obr. 4.14. Dynamicka ststava s jednym stuphiom volnosti pohybu

Pre kmitajicu sustavu sa vSeobecne predpoklada, ze:

e kmitajica hmota m je ¢asovo konStantna;

e pruzné sustava je linearna (dynamické ucinky st priamodimerné dynamickym
silam);

e tvar deformovanej stustavy pri kmitani zodpoveda jej deformovanému tvaru pri
statickom namahani.

Kmitanie pruznych telies mozno rozdelit na dva zakladné druhy:
e vlastné kmitanie;
e vynitené kmitanie.

Vlastné kmitanie pruznych telies moZzno vyvolat impulzom sily alebo vychylkou
z rovnovaznej statickej polohy. Mechanicka siistava potom kmité vlastnou kruhovou
frekvenciou wy [rad/s], resp. vlastnou frekvenciou fy [Hz|. Jej zodpovedajici geomet-
ricky tvar pruznej sistavy pri kmitani sa nazyva vlastny tvar kmitania. Pruzn4 sastava
alebo teleso ma tolko vlastnych frekvencii a vlastnych tvarov, kol'ko mé stupniov vol-
nosti kmitania. Pruzna stustava kmita vtedy, ked je minimalne staticky uréito uloZena,
&ize nemoze vykonéavat tuhy pohyb. Poéet vlastnych frekvencii zavisi od zloZitosti me-
chanického modelu reélnej konstrukcie a metédy skumania. Ak modelujeme hmotné
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teleso ako spojitt sistavu hmotnych bodov, tak kazdé teleso ma teoreticky nekoneény
pocet vlastnych frekvencii a vlastnych tvarov kmitania. Pri analytickych metédach
sa priestorové pruzné telesi Casto redukuji na pruty, nosniky, osi a hriadele, steny,
dosky a 8krupiny s obmedzenym poctom stupiiov volnosti pohybu. Jednoosovy prit
moze kmitat len v pozdlznom smere. Rovinny nosnik moze kmitat len v rovine ohybu
nosnika — v pozdlZznom a prie¢nom smere (axialne a ohybové kmitanie). Priestorovy
nosnik méze kmitat v pozdlznom smere, v transverzalnom i laterdlnom smere (ohybové
vlastné tvary) ako aj v rovine kolmej na pozdlznu os - torzné kmitanie. Axialne a ohy-
bové vlastné tvary kmitania st deformaéné tvary nosnika pri danych okrajovych pod-
mienkach. Pri modelovani mechanickej stistavy sietou koneénych prvkov s konkrétnym
poc¢tom uzlovych bodov, stupeli volnosti ststavy sa rovna poc¢tu zloziek neznamych
posunuti a natoceni vo vSetkych uzlovych bodoch koneénych prvkov. Z praktického
hladiska je potrebné urcit len niekol'ko prvych vlastnych frekvencii a im zodpovedaju-
cich vlastnych tvarov. Najjednoduchsie sa analyticky riesi kmitanie s jednym stupfiom
volnosti pohybu. Kmitanie sistav s velkym poc¢tom stupiiov volnosti sa velmi vyhodne
riesi prave metodou koneénych prvkov, ako bude ukizané neskor.

Vynuatené kmitanie sa vyvola ¢asovo zavislym zataZenim. Deli sa na harmonické
a ndhodné kmitanie. Ststava kmita harmonicky v doésledku harmonickej budiacej sily
a lebo momentu sily. Frekvencia harmonického kmitania je zhodné s frekvenciou budia-
cej sily a amplitada kmitania je zavisla od amplitady harmonickej sily alebo momentu
sily. Nahodné kmitanie mechanickej stistavy je budené ndhodnou ¢asovo zéavislou silou
alebo momentom sily.

Kmitanie sa d'alej deli na volI'né a tlmené. Pri volnom kmitani sa neuplatiiuji Ziadne
tlmiace 0¢inky. Pri tlmenom kmitani mozno kmitajicu ststavu réznymi aktivnymi
a pasivnymi prvkami utlmit do statického stavu, pripadne vykonévat riadené kmita-
nie, ktoré sa vyuziva aj v prevadzke mechatronickych systémov. Vlastna frekvencia
tlmeného kmitania sa zniZi oproti vlastnej frekvencii netlmeného (volného) kmitania.
Délezity pojem v pruznom kmitani je rezonancia kmitania. Je to jav, ked v pri-
pade zhody vlastnej frekvencie kmitania mechanickej sistavy s frekvenciou harmonickej
budiacej sily niteného kmitania vyvola teoreticky nekoneéne velké amplitudy kmita-
nia. Tento jav je z hladiska deStrukcie mechanickej stustavy neprijatelny. V niekto-
rych mechatronickych a elektronickych aplikaciadch sa naopak tento jav vyuZziva (najmé
v oblasti senzorov a aktuatorov).

Zakladné veli¢iny kmitania a ich jednotky
Medzi zékladne veli¢iny kmitania patria:

- uhlova draha ® [rad]

- kruhovéa frekvencia (tiez uhlova rychlost) w =dy/dr=¢ [rad/s|

- vlastna kruhova frekvencia wo [rad /s

- frekvencia kmitania f=w/2m [1/s, Hz]

- vlastné frekvencia kmitania fo [1/s, He]

- perioda kmitania T=1/f [s]

- amplituda kmitania v danom ¢ase ) [m]

- hmotnost kmitajicej hmoty m [kg]

- merné tiaz kmitajicej hmoty vy=pg [N/m?]; [N/m]
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- tiaZové sila kmitajicej hmoty G=mg

- tuhost pruziny kmitajacej sustavy v tahu-tlaku ky = EA/I

- tuhost v ohybe kno = f(E,1,1)
- kvadraticky moment prierezu k osi ohybu 1

- tuhost v krateni

- polarny moment prierezovej plochy

- modul pruZnosti v tahu
modul pruznosti v $myku

GI, GI
kMk::( lpa lT>

Ip
odporovy moment prierezovej plochy v krateni I
E
G

4.3.1 Vlastné kmitanie pruznych sastav

V tejto Casti ucebnice sa budeme zaoberat analytickym rieSenim kmitania jednodu-
chych mechanickych siistav s jednym stupfiom volnosti s ciefom pochopenia principov
vlastného kmitania. Budeme skumat dynamické vlastnosti tzv. orientovanych telies,
kde jeden rozmer prevlada nad ostatnymi dvoma rozmermi, ¢ize pratmi a nosnikmi,

pri ktorych prevlada dizkovy rozmer a plocha prierezu je mala.

[N]
[N/m]
.
[Nm]
.

y
[N/m?|
[N/m?|

Vlastné kmitanie pruznych ststav bez uvazovania vlastnej tiaze stustavy

Ked je vlastna tiaZ samotnej ststavy oproti tiaZi telies so stustavou spojenych malé,
moZno ju pri analytickych vypoétoch zanedbat, ¢im sa samotné rieSenie vyrazne zjed-

nodusi.

a) Vlastné kmitanie pri priamociarom pohybe

Uvazujme mechanicki ststavu skladajicu sa zo zvislej pruziny s tuhostou (pru-
Zinovou konstantou) k = ky = FA/l, na ktorej je upevnené iné hmotné te-
leso s hmotnostou m (Obr. EI5h). Tiazové zrychlenie je g. Vplyvom tiaZovej sily
G = m g sa pruzina predlzi o hodnotu 4 = G/k. Osovésila v pruzine (Obr. [L15b)

je Nstat = k(sstat =G.

l + 5stat

4

Nstat --‘,-E
Fp
""""""" xL Nayn
G
G
va
ty

Obr. 4.15. Kmitajuca stustava s jednym stupiiom volnosti
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Po uprave tychto vztahov dostaneme velkost statickej vychylky vyjadrenej v tvare

mg g
5stat - 5 = = 3
Wo

- (4.27)

SEES S

k k
Vyraz wi = —, Tesp. wo = [ (rozmer [rad/s]) bude predstavovat zakladnu

veli¢inu kmitania — vlastna kruhovi frekvenciu kmitania. Ako vidiet, vlastna kru-
hova frekvencia je pod odmocninou priamo timerné tuhosti pruziny & a nepriamo
umerné kmitajicej hmotnosti m. Inymi slovami, zvySovanim tuhosti ststavy sa
vlastna kruhova frekvencia zvySuje, a zvySovanim hmotnosti m sa vlastna frek-
vencia znizuje. Dynamicka rovnovahu stustavy s vychylkou z rovnovizneho stavu
(Obr. EE15c) mozno opisat diferencidlnou rovnicou druhého radu s konstantnymi
koeficientami
d*z

+ k(ésmt + J}) — késtat =0 (428)
Po tdprave tejto rovnice dostaneme diferencialnu rovnicu volného kmitania — tiez

pohybovi rovnicu — v tvare
d*x 9
yel +wir =0 (4.29)
Jej rieSenie je
x = Acoswyt + Bsinwyt (4.30)

Integracné konstanty A a B moZno uréit z okrajovych podmienok
dz
dt
vychylka (amplituda), resp. po¢iato¢né rychlost vychylky. Dosadenim tychto okra-
jovych podmienok do ([@30) mame

pret =0jex =29, a2 = [ } = %9 = vg, kde xg, resp. vy je pociatona
t=0

i

T = x1 + To = Tg Ccoswpl + 0 sin wot (4.31)
wo

Tuato ¢asova zavislost amplitiady kmitania  moZno znazornit ako zvisla suradnicu

polohy bodu pohybujiceho sa po kruznici uhlovou rychlostou (vlastnou kruhovou

frekvenciou) wg proti smeru hodinovych ruciciek (Obr. fI6), pri¢om konstanta

® = wot je uhol (tiez fazové posunutie), ktory zviera sprievodi¢ pohybujiceho sa

bodu s vodorovnou osou a urcuje polohu pohybujiceho sa bodu v ¢ase t = 0.

Kongtanta C' je maximalna amplitida (polomer kruZnice).

Zo

w

Ak ozna¢ime v [@3T)): xo = C'siny, potom &g = Cwy cos @, resp. = (' cos p,
0

dostaneme
x = Csingcoswot + C cos psinwgt = C'sin(wot + ¢) (4.32)

Funkcia [@32) je periodickou funkciou s periddou 27, ¢o mozno vyjadrit v tvare

. [ ( 2’7T>
x=Csin |wo|t+ — )+
Wo
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Obr. 4.16. Znéazornenie kmitavého pobytu po kruznici

V [@33)) sa zaviedla perioda kmitania T = 27 /wo = 1/ f [s], pricom fo = 1/T [Hz|
je frekvencia vlastného kmitania. Na Obr. 17 je zndzornena rovnica vlastného
kmitania (£33) s vlastnou frekvenciou kmitania wy = \/ k/m = \/ 9/0stat, S am-

NE
/ T Tow
plitidou kmitania C' = /2% + <—0> , s fazovym posuvom ¢ = arctan 9 0,
wo Zo
= 27

2 Im )
T _ = = o, /= 5 5 vlastnou frekvenciou
UJO k g

wo - 1 1 stat
fo= 2r 21 \/ 27 \/

c::xo¢7 /NG
N

T

s periédou kmitania T =

Obr. 4.17. Amplitudovo-frekvenéna charakteristika kmitania
Priklad 4.4

Staticka vychylka pruzného ¢lena na Obr. [ Ig]je d5¢q; = 5 mm. Treba urcit periodu
kmitania T, vlastnt kruhovi frekvenciu kmitania wg a vlastna frekvenciu fjy.

l + 6stat k

e\ ot

Obr. 4.18. Pruzna sustava s jednym stupfiom volnosti

RieSenie:

0
Periéda kmitania je: T' = 271.\/% _
g

0015 = 0,142 [s].



2
Potom frekvencia kmitania fo = 1/7T = 7,04 [Hz]. Vlastna frekvencia wy = % =
g _ 44,3 [rad/s|. Amplitada kmitania bude zavisla od pociato¢nej vychylky
stat
x a pocCiatocnej rychlosti g, a samozrejme od vlastnej frekvencie wy. Tato ampli-
tuada ma v8ak len informativny charakter.

Poznamka: Ak by na stuistavu poésobilo harmonické zataZenie s uhlovou frekven-
ciou w = 2rn = wp (napriklad hmota m by rotovala konStantnymi otackami
n = wp/2m), potom by doslo k rezonancii a osova sila a amplitida kmitania v
pruznom &lene by sa teoreticky zvygila na nekonecne velki hodnotu a pruzny ¢len
by sa porusil. Tieto otaCky sa nazyvaju tiez kritickymi otéackami. Systém bude
funkény, pokial jeho otacky st mengie ako su kritické otacky. Kritické otacky sa
daja zvysit zvySenim pruZinovej konStanty k, ktora znizi staticka vychylku dgsq¢,
alebo znizenim hmotnosti m.

Ako uZ bolo uvedené, aj vlastné kmitanie je v readlnom systéme tlmené, ¢im sa
teoreticky nekonec¢ne velkd amplitida kmitania zniZuje na konec¢ne velku.

Vlastné ohybové kmitanie nosnika

Analytické rieSenie ohybového kmitania je pomerne jednoduché len pre rovinné
jednopolové priame nosniky s konstantnym, dvojnasobne symetrickym prierezom.
Vlastné frekvencie a vlastny tvar jednoduchého nosnika zavisi na jeho tuhosti
a spdsobe uloZenia vo vézbach. Pre nosnik moZno zostavit pohybova rovnicu v di-
ferencidlnom tvare, ktorej stupen a charakter zavisia od aplikovanej nosnikovej te-
orie. Pre najjednoduchsiu — Euler-Bernoulliho linearnu teériu ohybu nosnika (bez
vplyvu prie¢nych sil) je to oby¢ajnd homogénna diferencidlna rovnica 2. stupha
s konStantnymi parametrami. Pre tzv. TimoSenkov nosnik, kde sa zohladhuje aj
vplyv prieénych sil, ako aj pre teoriu 2. radu s vplyvom velkej osovej sily, dosta-
neme diferencidlnu rovnicu 4. stupia. Pre nosnikové stustavy je analyticky vypocet
velmi naro¢ny aZ nemozny, a preto sa v praxi pouziva aj pri dynamickych vypod&-
toch metoéda kone¢nych prvkov.

V tejto kapitole bude na priklade uvedeny najjednoduchsi vypoctovy postup urce-
nia vlastnej frekvencie Euler-Bernoulluho nosnika jednoducho podopretého a zata-
Zeného sustredenou hmotnostou.

Priklad 4.5
Je dany jednoducho podoprety nosnik obdlznikového prierezu podla Obr.

L w ()] m E, I . ﬂ]‘W(x)
- ,j-\l- ‘‘‘‘‘‘‘‘ i i —— ( -‘-‘-‘-‘-‘)W -%i//“ $h

. Cc | wc
| e () | b
s . 21/3

Obr. 4.19. Jednoducho podoprety nosnik
Dané je: [ = 0,6 m, b = 0,03 m, h = 0,01 m, modul pruznosti £ = 210 GPa, tiaz
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bremena G = 1000 N (tiaz pohonu - napr. elektromotora). Vlastna tiaz nosnika
je mozné zanedbat. Kvadraticky moment prierezu I = bh3/12 = 2,5 x 1079 m?,
g = 9,81 ms~2. Treba ur¢it periédu kmitania T, vlastnt frekvenciu fy a vlastni
uhlovu frekvenciu wy.

RiesSenie:
Periodu kmitania ur¢ime zo vztahu

2 /5
T =21 = on, [ 2tet _ o [2C (4.34)
Wo g g

kde we je priehyb nosnika v mieste posobenia stustredenej hmotnosti (danej napr.
hmotnostou pohonu) v bode C. Tento priehyb je potrebné metodami elastostatiky
vypocitat. Pre nas pripad plati

4G 13 4-1000 -0, 63

= = =6,772x 1073
EI  35.2,1x 1011-2,5 x 109 xA0m

we

Potom po dosadeni do @34): T = 2,627 x 1072 s, fo = 1/T = 38,05 Hz,
a wo =27 fo = 239,012 rad/s. V pripade, Ze hmotnost m predstavuje hmotnost
elektromotora, potom rezonancia by nastala pri fy = 38,05 Hz ¢omu odpovedaji
kritické otacky pohonu n = 2283 ot/min. Aby rezonancia nenastala, prevadzkové
kon§tantné otacky pohonu musia byt mensSie ako sa vypocitané kritické otacky.

Vlastné torzné kmitanie hriadela (osi)

Uvazujme os kruhového prierezu na jednom konci votknuti a na druhom konci za-
tazenu rotujucim kotu¢om (Obr. E20). Dané je: D = 2R = 0,2 m, modul pruznosti
v 8myku G = 80 GPa, d = 0,05 m, [ = 1 m, hmotnost koti¢a m = 100 kg, tiaZové
zrychlenie g = 10 ms—2. Hmotnost hriadel'a bola zanedbana. Merné tiaz materialu
kotti¢a v = 78500 Nm 3. Hrubka kotti¢a je h a prierezova plocha kottca je A.

,Ifﬂ
iLd
o(t) + do(t) ||
Nl e M (2t
_Q@}"'(")' x l
: dm
,,,,, m,:,,’:",f :,:::_:*,_, \
o, K=l %
— d
Mp
D =2R

Obr. 4.20. Torzné kmitanie
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Treba urcit vlastna kruhovu frekvenciu wg a vlastnu frekvenciu fo.
RieSenie:
Pohybova rovnica pruzného natocenia stustavy je

Mp + M(t) =0 (4.35)

(1)
2

GI
M(t) = @(t)Tp, a (t) je celkovy uhol skritenia v myslenom reze xz. Hmotny

kde dynamicky moment Mp = I, , vnatorny kritiaci moment v osi je

moment zotrva¢nosti kotuca I,,, k osi x je

R R
D2
L, :/p2dm:/p2ghdA:/p2gh27rpdp:27rgh/p3dp: m8 (4.36)
A 0 0

m

Plati: dm = Lh dA, dA =27 pdp, kde p je velkost polomeru vybratého hmotného

g
elementu dm kotuca tvaru elementéarneho dutého valca s hritbkou steny dp.
Polarny moment prierezovej kruhovej plochy osi (hriadela) I, mozno uréit zo zna-

meho vztahu
wd*

I, = / pPdA = 5T (4.37)
A

Dosadenim krutiacich momentov a momentov zotrva¢nosti do ([£35) dostaneme
pohybovi rovnicu v tvare

o(t) =0 (4.38)

Ak oznacime analogicky ako pri priamoc¢iarom pohybe

GI,
11,

wi = (4.39)
potom riegenie diferencialnej rovnice (£38) je analogické s rovnicou (£30). Toto
v8ak na vypocet vlastnej frekvencie nie je nutné. Z rovnice [@39) mozno analogicky
vypocitat vlastni kruhovi frekvenciu torzného kmitania

G,

“o AT,

(4.40)

Dosadenim danych hodnot do (@40 dostaneme wy = 331 rad/s. Vlastna frekvencia
torzného kmitania fy = wo/2m = 49,5 Hz. Perioda torzného kmitania T'=1/fy =
0,0202 s.
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Vlastné kmitanie pruznych ststav s uvazovanim vlastnej tiaze ststavy

Uéinky vlastnej hmoty mq pruznych prvkov mozno s dostato¢nou presnostou zohl'adnit
tak, Ze hmotu mg redukujeme do miesta uchytenia bremena (alebo do koncovych bodov
pruta alebo nosnika) a tito pripo¢itame ku hmote bremena m. Redukovana hmota m.q
je hmota mg siistredenéd v mieste upevnenia bremena m tak, ze jej kinetickd energia sa
rovnd kinetickej energii hmoty pruznych prvkov ststavy. Redukovani hmota sa urcuje
podla vztahu

Myeqd = B Mo (4.41)

kde 3 je koeficient redukcie hmoty, ktory treba individuélne uréit pre kazdy typ mecha-
nickej sustavy. Touto problematikou sa v tejto praci nebudeme podrobnejsie zaoberat,
jednak preto, Ze uz pri jednoduchych tlohach je vypocet relativne naro¢ny a pri dnes-
nych moznostiach vypoc¢tu metédou koneénych prvkov aj neefektivny.

4.3.2 Vynutené harmonické kmitanie a vypocet napatia v pruz-
nych prvkoch

Principy rieSenia tloh harmonického vynateného kmitania buda prezentované na st-
stave s jednym stuptiom volnosti. Bude uvazované tzv. volné harmonické kmitanie, ¢ize
nebude brané do uvahy tlmenie kmitania. Postup riesenia zlozitejsich tloh vyniteného
kmitania metdédou kone¢nych prvkov bude obsiahnuty v d'alsich kapitolach tejto prace.

Vynttené axiilne kmitanie

Uvazujme prut s tuhostou v tahu-tlaku k = EA/I, na ktorého konci (v bode b) je upev-
nené bremeno s hmotnostou m. V tom istom bode posobi harmonické sila F, = F'sinwyt
— Obr. 211 kde F' je amplitida budiacej sily, wp je uhlova frekvencia budiacej sily, G
je tiaZové sila poésobiaca na bremeno s hmotnostou m. E je modul pruznosti, A je prie-
rezova plocha prita a v [N/m?| je mern4 tiaz prita.

vom  FU/ / F

G T, y
Fb < 4 b

et
Fy(t)

Obr. 4.21. Vynuatené axiidlne harmonické kmitanie

Z pohybovej rovnice tohto dynamického systému mozno odvodit vztah (42) na vypo-
¢et amplitudy vyniteného kmitania H od harmonickej sily Fj

H = =ad (4.42)
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kde & je pruzné posunutie bodu b sposobené amplitidou budiacej sily, a wg je vlastna
frekvencia dynamického systému. Parameter « sa nazyva sicinitel naladenia

a=—— (4.43)

Jeho hodnota je zavisla od pomeru uhlovej frekvencie budiacej sily a vlastnej frekvencie
systému.
Teoreticky mozu nastat tri hranié¢né pripady dynamického stavu sustavy:

a) wp > wo — amplitida vynateného kmitania H konverguje do nuly a pruzna ststava
je takmer v pokoji — v statickej rovnovahe;

b) wy < wp — amplitada sa H bude blizit ku statickej vychylke ;, sposobenej ampli-
tadou budiacej sily F

¢) wp = wp — sudinitel naladenia sa blizi do nekone¢na a teda aj amplitada vynateného
kmitania H narasta teoreticky do nekone¢na. Tento jav, ktory uz bol spominany
v tvode tejto kapitoly, sa nazyva rezonancia. V technickej praxi nastava pripad,
ze frekvencia budiacej sily je vySSia ako je vlastna frekvencia systému (napriklad,
pracovné otacky to¢ivého stroja st vyssie, ako su kritické otacky hriadela rotora).
Aby pri spastani systému nedo8lo ku rezonancii, musi byt prechod cez kritické
otacky velmi rychly.

Na Obr.[4.22]je znazornena amplitadovo-frekvenéna charakteristika harmonického kmi-
tania.

H\ 'T‘H—)oo

Hreﬁzﬁ

& Y s W

Muy<wo »'1 wp>wy_——p <~ —
/ 7 wo
7
wWp = Wo yd
d— o0
rezonancia

Obr. 4.22. Amplitudovo-frekvenéna charakteristika harmonického kmitania

Poznamka: Zaporna zavislost charakteristiky (¢iarkovana ¢iara na Obr.[22) sa v pra-
xi ucelovo zobrazuje v kladnej oblasti amplitidy kmitania H. Bodkoéiarkovanou ¢iarou
je znazornend skuto¢na amplitidovo-frekvencéna charakteristika, pri ktorej tlmenie si-
stavy zniZi nekone¢ne vel'kt rezonanént amplitidu harmonického kmitania na koneéna
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hodnotu H,.,. Treba eSte raz zdoraznit, ze ku rezonancii dochadza len pri harmonic-
kom budeni mechanickej stustavy.

Na Obr. 4.23h je znazornena stustava a jej harmonické kmitanie okolo rovnovéaznej sta-
Gl 2 G 2

L " + AN Vysledna

tickej polohy danou statickou vychylkou dstq = oA 5E = % Yok

dynamické vychylka bodu b potom je
ddyn = Ostat + H sinwpt = ady sinwpt (4.44)

Ak je sustava linearna, potom analogicky moZno ur¢it ¢asovu zavislost maximélneho
normélového mechanického napétia v mieste uchytenia pruta

Odyn = Ostat + 0y Sinwpt (4.45)
So statickym napatim gt = G/A 4+ vl a s napdtim od amplitidy budiacej sily

op = F/A. Ak vlastnu tiaz pruta zanedbame, potom polozime ! = 0. Napatie ([€Z3])
je ¢asovo premenlivé (Obr. [£23b).

(a) (b)

Q

Fy(t) = Fsinwyt T

< S
~ 7

Obr. 4.23. Harmonicky priebeh normalového napétia v mieste uchytenia prita

Jeho maximélna hodnota je odynmazr = Ostat + @0p a jeho minimélna hodnota je
Odyn,min = Ostat — 0c0p. Tieto napétia mozno tiez vyjadrit pomocou dynamického si-
Cinitel'a

Op H
5stat 5stat

kayn =1+ « (4.46)

Potom c4yn = kaynOstat & ddyn = kdynOstat- Pevnostna podmienka na dimenzovanie
prierezu prita bude mat tvar

Odyn,max = kdyno'stat < Tdow (447)
respektive po tprave
o
Tstar < 22 (4.48)
kdyn

pri¢om o4, je dovolené namahanie v tahu-tlaku.
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Vyntutené ohybové kmitanie

Analogickym spdsobom ako pri axidlnom harmonickom kmitani mozno analyticky rie-
8it aj ohybové harmonické kmitanie s jednym stupfiom volnosti, ¢o bude ukazané
v nasledujiacom priklade.

Priklad 4.6

Je dany rovinny votknuty nosnik (Obr. E24]) s kvadratickym momentom prierezovej
plochy I = 2595 x 10 mm* a s prierezovym modulom v ohybe Wy = 41,1 x 10% mm?3.
Na jeho Tavom konci je uloZeny pohon s tiazou G = 1 kN. Pracovné otacky pohonu
st n = 900 ot/min, pri ktorych je amplitida budiacej sily pohonu F' = 200 N (treba
ju vypocitat alebo zmerat). Modul pruznosti nosnika je £ = 210000 Nmm~2. Vlastnii
tiaZz nosnika zanedbéme.

‘,% F
A
(BT @/€ .
B 1

VG

Obr. 4.24. Vynitené kmitanie nosnika

Treba uréit:
e pri akej dlzke nosnika ! dojde ku rezonancii;

e v akej vzdialenosti od votknutia nosnika treba uloZit pohon tak, aby vlastna
frekvencia nosnika bola o 30 % vyssia ako je frekvencia budiacej sily;

e sucinitel naladenia;
e maximélnu dynamicka deforméaciu v mieste uloZenia pohonu;
e maximélne dynamické napétie vo votknuti nosnika.

Riesenie:
S vyuzitim analogie s axidlnym kmitanim rieSenie ohybového kmitania je nasledujuce:
Uhlova frekvencia budiacej sily je (otacky pohonu treba dosadit v jednotkach ot/min)

mn  3,14-900

=—= =94, 2rad
W = 25 30 ,2rad/s
Rezonancia nastane pri splneni podmienky
wp=wo = 4| < (4.49)
5stat

z ktorej mozno uréit staticky priehyb nosnika ¢4t = % = 1,11 mm. Staticky priehyb
w
b
nosnika zodpoveda zndmemu vztahu z teérie nosnikov

G

stat — 4.
Sstat = 57 (4.50)
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o/ Bt Bl 1900 tmm,

Ak mé4 byt vlastna frekvencia o 30 % vyssia ako je frekvencia budiacej sily, potom

odkial moZno uré¢it rezonanéni dlzku nosnika [ =

g
statl

wo1 — ]., 3wb = (451)

ktora zodpoveda statickému priehybu d44:1 = 0,66 mm. Dosadenim aktualnych velic¢in
do rovnice ([@EBQ) dostaneme potrebnt dizku nosnika I; = 1007 mm, ktora zabezpedi
poZadovanu bezpefnost vodi rezonanénému stavu.

Sucinitel naladenia bezpecného systému je

1 1 1

1_ ﬂ 2 1— 5stat1 1— E
wo1 dstat l3

Amplitada vynatenych kmitov je

Fi3

H:aéb:aﬁ

=0,32mm (4.52)

Dynamicky priehyb nosnika moZno dostat zo vztahu

5dyn,max = 6stat1 +H = 6stat1 (1 + ) = 5stat1 kdyn (453)

5stat1

Dosadenim prislusnych ¢iselnych hodnét do (53) dostaneme dgyn maz = 0,98 mm
— 1,485,
statl

Maximéalne dynamické napétie vo votknuti uréime zo vztahu

s dynamickym sucinitelom kqyn = 1 +

Gl
Odyn,max = Ustatlkdyn = Wkdyn (454)
0
a po vy¢isleni vztahu (£54) dostaneme 04yn maz = 36,4 MPa.
Podobnym spésobom moZno riesit aj torzné kmitanie jednoduchych osi a hriadelov
rota¢nych systémov.

4.4 Zakladné rovnice MKP pre elastodynamiku

Ako bolo uvedené v predoslych kapitolach, na rieSenie statickej tlohy pruznosti treba
zostavit globalny systém rovnic v tvare

Ka=F (4.55)

kde K je celkovad matica tuhosti konstrukcie (zostavena z rozsirenych matic tuhosti
jednotlivych koneénych prvkov), a je celkovy vektor posunuti uzlovych bodov a F
je celkovy vektor uzlovych zatazeni. VSetky vonkajsie sily st konStantné — nezavislé
od Casu.
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V dynamickej tlohe st zatazujuce sily ¢asovo zavislé — musi sa riesit tzv. precho-
dova, resp. nestacionarna tloha. Hladané primérne veli¢iny st: posunutia a, rychlosti a,
zrychlenia @, pretvorenia a napétia, ktoré su tiez ¢asovo zavislé v intervale t € (0, tmaz)-
Podmienky dynamickej rovnovahy v danom ¢asovom okamziku maja tvar

Ka(t) = E(t) (4.56)

kde K je celkova matica systému obsahujuca okrem tuhosti aj hmotnost a tlmenie
konstrukcie.

Rovnicu ([{353) na tdrovni vybratého kone¢ného prvku e treba doplnit o dynamické
ucinky sil. Najjednoduchsi sposob je ich pridanie ku objemovym sildm v statickej tlohe

By = [ N7 - pu)V = [ N7 - paw)ay

v Ve (4.57)

:/ﬂeTbedV_/ﬂeTpeﬂeQedV:E§+E2
Ve Ve

V [E7) je i je vektor zloZiek zrychlenia l'ubovolného bodu kone¢ného prvku, ktory je
vyjadreny obvyklym spésobom pomocou tvarovych funkcii a zrychleni uzlovych bodov
kone¢ného prvku @°. Dolnym pravym indexom b st oznaené objemové sily (vlastna
tiaZ, elektromagneticka sila atd'...), a indexom z st ozna¢ené doplnkové d’Alambertové
(zotrvainé) sily. Dalej, N© je matica tvarovych funkcif (s indexom T’ je oznadeny jej
transponovany tvar), p¢ je konStantnad mernd hmotnost, a V¢ je objem kone¢ného
prvku.

Na uzlovych bodoch kone¢ného prvku pribudne teda zotrvacna sila

pe—— [ NToNEav - -y (458)
Ve
Vyrazom
M = / NTpeNeaVv (4.59)
Ve

je oznadend matica hmotnosti, ktora je Stvorcova a ma rad rovny poc¢tu stupiiov vol nosti
pohybu uzlovych bodov koneéného prvku. Napriklad, pre 8-uzlovy priestorovy telesovy
kone¢ny prvok bude mat, podobne ako jeho matica tuhosti, rozmer 24 x 24. Roz8irenim
vektora zotrvaénych sil ({58) vietkych koneénych prvkov a ich saétom dostaneme
maticu hmotnosti konstrukcie M vynésobenu celkovym vektorom uzlovych zrychleni g

NET NET
Ez — Z Eez* - _ Z Me*ée* — _MQ (460)
e=1 e=1

Pohybova rovnica konstrukcie (mechanickej stistavy) potom bude mat tvar
Ma+ Ka=F(t) (4.61)

V tejto rovnici pravé strana i vektory zrychlenia a posunutia uzlovych bodov st funkciou
Casu.
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Podobnym postupom mozno do rovnic MKP zahrnut aj tlmiace sily. Tie su funkciou
rychlosti uzlovych bodov a spojenych s maticou tlmenia C, ém rovnica (£61]) prejde
do tvaru

Mii+Ci+ Ka=F(t) (4.62)

Matica tlmenia kone¢ného prvku sa analogicky ku matici hmotnosti vyjadruje nasle-
dujucim spésobom
Ce = / k¢ NTN¢aVv (4.63)
Ve
kde k€ je tlmenie koneéného prvku, ktoré sa zistuje velmi obtiazne. Preto sa matica
tlmenia konstrukcie zostavuje pomocou matice hmotnosti a tuhosti konstrukcie podla

vztahu
C=aM+ K (4.64)

Sucinitele a a # sa ur¢uju experimentalne, a tento sposob tlmenia sa nazyva propor-
cionalnym, resp. Rayleighovym. Je to len aproximécia redlneho tlmenia, ktoré sa vo
v8eobecnosti deli na vonkajsie (odpor prostredia proti kmitaniu), vnutorné (materia-
lové), a konStrukéné (zavislé na type konsStrukcie). Tlmenie sa tieZ deli na pasivne
a aktivne. V mechatronike sa vyuZiva vo velkej miere aktivne tlmenie vyvolané aktu-
atormi, ktoré vyvodia posuv alebo sily utlmujice kmitanie.

Ako vidiet z uvedeného, na vypocet kmitania s MKP je potrebné eSte zostavit maticu
hmotnosti daného koneéného prvku. V nasledujicej ¢asti bude uvedeny postup zosta-
venia lokalnej matice hmotnosti pre dvojuzlovy prutovy a nosnikovy konecny prvok.
Podobny postup ako v elastostatike moZno potom z lokdlnych matic hmotnosti zostavit
globélne a globalne rozsirene matice hmotnosti, z ktorych sa obvyklym postupom urci
matica hmotnosti konstrukcie.

4.4.1 Lokalna matica hmotnosti pratového kone¢ného prvku

Uvazujme pritovy prvok s uzlami i a j, ktorého dlzka je 1°, prierezova plocha A€,
modul pruznosti E¢ a merna hmotnost p¢ (Obr. L2H). Lokilna siradnicova os pruta
je oznacené pismenom x a lezi v rovine XY globélneho sturadnicového systému X, Y,
Z. Lokalné os x zviera s globalnou osou X uhol 6.

Uzlové zrychlenia sa 47 a 4f, zrychlenie bodu vo vzdialenosti z je i(x). V danom
lokalnom stradnicovom systéme v smere osi € (0, L¢) ma pratovy prvok 2 stupne
volnosti zrychlenia

—€

@ = [ig, is]" (4.65)

Zotrvac¢né sila pésobiaca na kone¢ny prvok je

Le

F = —peAe/ii(x)dx (4.66)
0

Jej pribliznd hodnotu moZno ur¢it aj bez znalosti rozdelenia funkcie zrychlenia i(x),
a to tak, Ze polovicu hmotnosti prvku priradime uzlovému zrychleniu 4§ a druhd po-
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Obr. 4.25. Prutovy koneény prvok

lovicu zrychleniu ;. Potom vektor zotrvaénych uzlovych sil

Fe, Sl i
F. = = —p°A°L® (4.67)
# Fe 1 > €
zj 03 Uj
Je zrejme, ze p®A°L¢ = m® je hmotnost kone¢ného prvku. Matica
1
_ 2 Y
M =m° . (4.68)
0 =
2

je lokalna matica hmotnosti kone¢ného prvku. Matice hmotnosti vytvorené takymto
sposobom sa nazyvaji matice sustredenej (lumped) hmotnosti. Ako vidiet, matica
#L5Y) je diagonalna.

Ak sa na odvodenie matice hmotnosti pouziju tvarové funkcie (interpola¢né), dosta-
neme presnejsie matice hmotnosti, ktoré sa nazyvaji konzistentné (consistent).

Cize ak

N = [Nf, N;] - [1 - Li Li] (4.69)
potom
L 1— i
Me _ pe /METﬂedV _ peAe/ wLe . |:1 _ % %] (470)
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Vy¢islenim integralu (70) dostaneme lokalnu konzistentntt maticu hmotnosti

(4.71)

S| = W=
W= O

Aj konzistentna matica hmotnosti je symetricka, ale uz nie je diagonalna. Jej pouZzitie
v dynamickych analyzach v8ak zvySuje presnost rieSenia.
Globalnu maticu hmotnosti rovinného pritového koneéného prvku dostaneme klasickou
transformaéciou lokalnej matice hmotnosti do globalneho siradnicového systému podla
tych istych zasad a vztahov ako v pripade matic tuhosti.

4.4.2 Lokalna matica hmotnosti nosnikového kone¢ného prvku

Analogickym postupom ako pri priatovom prvku mozno dostat maticu hmotnosti nosni-
kového kone¢ného prvku. Kvoli jednoduchosti bude ukdzany postup zostavenia lokélnej
matice hmotnosti Hermiteovského rovinného kone¢ného prvku (Obr. [£20). Podobnym
postupom moZno urcit maticu hmotnosti priestorového nosnikového kone¢ného prvku.

Obr. 4.26. Rovinny nosnikovy koneény prvok

Dvojuzlovy nosnikovy prvok dvojnasobne symetrického prierezu s vyskou h, dlzka je
Le¢, prierezovi plocha A€, kvadraticky moment prierezovej plochy I, modul pruZnosti
E¢ a mernt hmotnost p°.

Uzlové zrychlenia st if, o, ¢f a 1§, 95, ¢, zrychlenia bodu vo vzdialenosti x st i(t),
¥(t) a $(t). V danom lokdlnom stradnicovom systéme x € (0, L¢) ay € (—h/2,h/2)
ma pritovy prvok 6 stupiiov volnosti zrychlenia

(&

=€  [.e se we e e we]l
a = [uiavzagpi,ujavj’gpj]

(4.72)
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Podobnym sposobom ako pri pratovom prvku moZno zostavit konzistentnu lokalnu ma-
ticu hmotnosti Euler-Bernoliho rovinného i priestorového kone¢ného prvku. Pre rovinny
prvok podla Obr. £26] méa lokalna konzistentna matica hmotnosti tvar

[ 140 0 0 70 0 0 |
156  22L° 0 54 —13L°
s me 4L 0 13L° 3L (4.73)
420 S 140 0 0
Y 156  —22L°
i M 4L

Globalnu konzistentni maticu hmotnosti rovinného nosnikového kone¢ného prvku do-
staneme klasickou transforméciou lokalnej matice hmotnosti do globalneho sturadnico-
vého systému. Ak oznaéime ¢ = cosf = (X; — X;)/L¢ a s = sinf = (Y; — Y;)/L",
potom globélnu konzistentnt maticu hmotnosti dostaneme v tvare

[140¢2 + 1552 —16cs  —22sL° 70c% + 5452 16cs 135 L¢ |
156¢% + 14052 22¢ L¢ 16¢ s 54c? + 70s® —13cL®
Ao = 412 —~13s L¢ 13c L¢ —3L%
- 420 S 140¢% + 156  —16cs  22sL°
Y 156¢* 4 1405 —22¢ L¢
i M 4L°% |
(4.74)

4.4.3 Matica hmotnosti rovinnej napatosti a rovinnej deforméa-
cie pravouhlého stvoruzlového rovinného telesového ko-
nec¢ného prvku

Podobne ako pri pratovom a nosnikovom kone¢nom prvku mozno zostavit maticu hmot-
nosti rovinnych telesovych kone¢nych prvkov. Tak, ako to bolo pri elastostatike aj
pri elastodynamike moZno maticu hmotnosti odvodit analyticky v uzatvorenom stave
(napr. bilinearne kone¢né prvky), alebo numerickou integraciou (izoparametrické ko-
necné prvky). Kvoli nazornosti uvedieme v tejto kapitole bez odvodenia maticu hmot-
nosti pravouhlého stvoruzlového kone¢ného prvku v analytickom tvare.

Uvazujme rovinny, izotropicky a homogénny konecny prvok konstantnej hrubky h°
v kartézskom suradnicovom systéme z, y, pricom x € (0,a°) a y € (0,b°) — Obr.
Merna hmotnost materialu je p°.

Pri uvazovani klasickych bilinearnych tvarovych funkcii mé matica hmotnosti rovinnej
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Obr. 4.27. Rovinny pravouhly $tvoruzlovy kone¢ny prvok

napétosti i rovinnej deformécie rovnaky tvar

4 0
4

= O N
= O N O

_ pe ae be he
- 36

Me (4.75)

= O N O

= O N O = O

= O N O = O N
= O N O = O N O

Poznamka: Podrobné odvodenie matic hmotnosti zlozZitejsich kone¢nych prvkov mozno
najst v zozname pouzitej literatury uvedenej na konci tejto ucebnice.

4.5 Rovnice MKP modalnej analyzy

Modalnou analyzou mechanickej stustavy zistujeme vlastné frekvencie a vlastné tvary
volného kmitania.

Ako bolo uz uvedené, vlastné kmitanie bez tlmenia je harmonické. Casova zévislost
posunuti uzlovych bodov kone¢no-prvkového modelu je

a(t) = @sinwt (4.76)
respektive
aq (t) (131
ag (t) (132
= sinwt (4.77)
anpor(t) PNpoF

Vsetky body mechanickej ststavy kmitaji rovnakou uhlovou frekvenciou w, aviak am-
plitida kmitania ® je rozna. Index N DOF predstavuje celkovy pocet stupeiiov volnosti
sustavy. Tento volny kmitavy pohyb charakterizuje dynamické vlastnosti sistavy a za-
visi od tuhosti a hmotnosti stustavy ako aj jej uloZenia. Amplitady kmitania nezavisia
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od ¢asu, ale len od pociato¢ného impulzu, ktory takéto kmitanie vyvolal. Uhlova frek-
vencia w, ktorou sdstava kmita je vlastna frekvencia a vektor amplitad @ je vlastny
tvar kmitania (tieZ mod). Po rozkmitani telesa bez tlmenia uz nan neposobia Ziadne
vonkajgie sily. Pohybova rovnica vlastného volného kmitania sistavy mé tvar

Mi+Ka=0 (4.78)

Ak a = ®sinwt, potom @ = Pwcoswt a 4 = —Pw? sinwt = —w?a. Dosadenim zrychle-
nia a posunutia do ([@T8) dostaneme rovnicu vlastného kmitania

K ®sinwt — M ®w?sinwt =0 (4.79)

respektive jej upraveny tvar
[K - w’M]® =0 (4.80)

Pre neupevnené teleso ja matica tuhosti K singularna a rovnica ([{80) je splnena pre
w = 0. Vtedy teleso vykonéva tuhy pohyb. Aby pruzne kmitalo, musime mu vonkajsimi
vizbami odobrat potrebné stupne volnosti pohybu tak, aby bolo minimélne staticky ur-
¢ito ulozené. Matematicka realizacia tohto problému spociva v redukeii systému rovnic
R0) a to tak, ze vynechame riadky a stlpce v matici tuhosti a hmotnosti zodpove-
dajice nulovej amplitide kmitania v upevnenych bodoch. Dostaneme tak redukované
charakteristické rovnice volného kmitania v tvare

(K — w*M]® =0 (4.81)
Redukované matice a vektor amplitud st oznacené vrchnym symbolom vlnovky. Ne-

nulové riesenie redukovaného systému ([81]) dostaneme za podmienky, Ze determinant
matice koeficientov bude rovny nule

[K — w?M] ] =0 (4.82)

Cize po detailnom rozpisani dostaneme rovnicu (£82) v tvare

2 2 2
ki1 —wmi1 k12 — w®mqa kin — w'min
2 2 2
ko1 — w mo1 koo — wmag ... kon — w man,
=0 (4.83)
2 2 2
kn1 — wmp1 kpa — wmps Knmn — WMy

V ®@Z3), ki; a m;; st ¢leny matice K resp. M/ . Rozpisanim determinantu matice
v ([£83) dostaneme algebricki rovnicu stupiia n na vypocet Stvorcov vlastnych frek-
vencii w?. Tieto korene rovnice (@RI predstavuju n-kvadratov vlastnych frekvenci:
wi, w3, ..., wZ, ..., w?. Lubovolnej frekvencii w; moZno potom priradit vektor ®; —
vlastny tvar kmitania. Je zrejmé, Ze aj ¢ @, je rieSenim tejto rovnice (¢ je konstanta). Pri
vypotte vektora ®; pre dané w; sa pouziva normovanie vzhladom na niektort zlozku

amplitudy alebo vzhladom na hmotnost telesa, ¢o je ukdzané na nasledovnom priklade.
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Priklad 4.7
Pre jednorozmernd netlmend dvojhmotovu sastavu s dvomi pruZinami treba ur¢it
vlastné frekvencie a vlastné tvary kmitania. Dané je: & = 128 Nm~!, m = 1 kg

(Obr. L28)).

2
L 2% "k o

2 3
VAV B MVAVAV S I

ui(t) =0 o N N o ik o N o

—> —>
u9 (t) us (t)

Obr. 4.28. Vlastné kmitanie dvojhmotovej sustavy

RieSenie:

Model sastavy pozostava z dvoch prutovych koneénych prvkov a z troch uzlovych bo-
dov, z ktorych kazdy mé jeden stupeii volnosti pohybu. Matica tuhosti konstrukcie
bude mat rozmer [3x3] a dostaneme ju ako sucet rozgirenych matic tuhosti kone¢nych
prvkov

2% —2k 0 0 0 0 2%k —2k 0
K=K"+K*=|-2k 2k 0 |+| 0 k —k|=|-2k 3k —k | (4.84)
0 0 0 0 —k k 0 —k k

Ak hmotnost pruznych prvkov zanedbame, matica hmotnosti konstrukcie je

0 0 O
M=1]10 2m 0 (4.85)
0 0 m

KedZe bod ¢. 1 je vonkajSou viazbou uchyteny, sistava ma v skuto¢nosti len dva stupne
volnosti pohybu, teda moZzno uréit dve vlastné frekvencie a im zodpovedajtce dva
vlastné tvary kmitania. Determinant redukovaného systému rovnic vlastného kmitania
mé potom tvar:

3k —k , | 2m 0
—w =0 (4.86)
-k k 0 m

Vyjadrenim determinantu (A86]) dostaneme kvadraticki rovnicu na vypocet dvoch
kvadratov vlastnej frekvencie

2m?(w?)® = 5kmw? +2k2 = 0 (4.87)

ktorej vyrieSenim dostaneme vlastné frekvencie

Wy = \/0,5E = 8rad/s
m (4.88)
Wy = \/2E = 16rad/s
m
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frekvencie

w1

fi=21 21273y
2

fo= 2 _ 9 546Hz
27

7 redukovanych rovnic vlastného tvaru kmitania

3k —k
-k k

2m 0
—w?

1o

0 m O34

mozno po normovani urcit vlastné tvary kmitania.

a) Normovanie vzhladom na vybrant amplitadu:

(4.89)

(4.90)

Nech napr. pre i = 1: ®37 = 1,0; w; = w1 = 8 rad/s. Potom z prvej rovnice systému

#30) dostaneme

(3k‘ — wf 2m)¢>21 — k“I’gl =0 = (I)Ql = 0, 5

Potom prvy vlastny tvar kmitania

Doy
D3

&,

10,5
11,0

(4.91)

(4.92)

Nech pre i = 2: 32 = 1,0; we = 16 rad/s. Potom druhy vlastny tvar kmitania je

OB
UED)

@2:

|-10
| 1,0

Normovanie vzhladom na maticu hmotnosti M:

(4.93)

Zo systému rovnic (£90) dostaneme pre ¢ = 1, t.j. w; = w1 = Po1; P31, aprei = 2,

t.j. w; = we = Pgg; P3o. Po vynasobeni tychto amplitid konstantou

mozno pre ¢ = 1 dostat:

V2 M,

1 1
oM = = (4.94)
T MO, )
\/_ [(1)21(1)31]' 2m 0 21
0 m D3y
Potom normované amplitidy kmitania su:
Ma | O @2 | [ 0,4082 e | CM®xn| | —0,5774 (4.95)
T OMay | |0,8165 | 27 oMy, | | 0,5774 '
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Obidva spdsoby normovania vlastnych tvarov kmitania st realizované aj v komerénych
systémoch meto6dy kone¢nych prvkov.

Ako vyplyva z hore uvedeného analytického postupu modéalnej analyzy jednoduche;j
mechanickej sistavy, modalna analyza pozostava z hladania nulovych bodov charakte-
ristickej rovnice vlastného kmitania (£82). Matica systému rovnic pozostava z celkovej
matice tuhosti a matice hmotnosti systému. Upevneny mechanicky systém ma tolko
vlastnych frekvencii a vlastnych tvarov, kol'ko mé stupiiov volnosti pohybu. Celkova
matica systému je zavisla od typu koneénych prvkov, na ktoré je analyzovana siustava
diskretizované. A tomu zodpovedaju aj vlastné tvary kmitania. Napr. pri nosnikovych
konstrukecidch mozno na zaklade vlastnych tvarov kmitania hovorit o axidlnom, ohybo-
vom, ¢i torznom kmitani. Pri ststavach so zlozitou geometriou je vSak takéto rozlisenie
nemozné. Z praktického hl'adiska je pri ndvrhu mechanického systému zaujimavych len
niekol'ko prvych vlastnych frekvencii. Tak ako bolo ukdzané v kapitole 2] pri znAmom
harmonickom zataZeni musi byt kongtrukcia spravidla navrhnuté tak, aby frekvencia
harmonického kmitania bola mimo prislusnej vlastnej frekvencie, t. j. aby nenastala
rezonancia. Ak v8ak mechatronicky systém pracuje prave na rezonanc¢nom principe,
potom jeho tuhost a hmotnost musi zodpovedat pozadovanym rezonanénym paramet-
rom.

4.6 Rovnice MKP prechodovej analyzy a ich rieSenie

Pri prechodovej alebo taktiez tranzientnej analyze skimame dynamické vlastnosti si-
stavy vystavenej ¢asovo premenlivému harmonickému alebo ndhodnému zataZeniu.
Systém rovnic MKP ma tvar

Mi(t) + Ca(t) + Ka(t) = E(t) (4.96)

kde M, C' a K je matica hmotnosti, tlmenia a tuhosti konstrukcie, ktoré st konstantné.
Dalej, a(t), a(t) a a(t) je vektor zrychlenia, rychlosti a posunutia uzlovych bodov, ktoré
su Gasovo zavislé. Na pravej strane rovnice (£36]) su ¢asovo zavislé sily v uzlovych bo-
doch — F(t). Z matematického hl'adiska je to sustava linedrnych diferencialnych rovnic
druhého radu (vzladom na ¢as t) s konstantnymi koeficientami a neznamymi funkciami
a(t), a(t) a a(t). Ak prava strana rovnice ([{96]) je harmonicka funkcia, hovorime o rovni-
ciach harmonického kmitania. Ak prava strana je vSeobecné ¢asova zavislost, hovorime
o rovniciach pre prechodovii analyzu. Ak sa tlmenie systému neuvazuje, hovorime o rov-
niciach volného kmitania. Pri vypocte statickej tlohy stadilo zadat kone¢né hodnoty
sil, pri dynamickej analyze st vSak tieto hodnoty ¢asovo zéavislé a ich priebeh musime
zadat pre cely ¢asovy interval (0,t,,qz). V programoch MKP sa to vi¢sinou robi tak,
ze v zavislosti od znamej ¢asovej zmeny sil sa tento interval rozdeli na potrebny pocet
zatazujucich krokov (load steps), v ktorych sa predpoklada, Ze sa sily menia bud sko-
kom (stepped change) alebo linearne (ramped change) — pozri Obr.

Pri takomto postupe potom staéi pre kazdy zatazovaci krok zadat ¢as len na jeho konci
a hodnoty sil v tomto ¢ase. Pritom sa obyc¢ajne pre kazdy zataZovaci krok zadava aj
velkost ¢asového kroku At, od ktorého zavisi presnost rieSenia tilohy v prislusnom ¢aso-
vom tuseku, a ktory moze byt v kazdom ¢asovom kroku rozny. Pri harmonickej analyze
sa postup zadavania ¢asovo zavislej sily zjednodusi, pretoze ide o harmonicku funkciu.
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Obr. 4.29. Casova zavislost zataZzenia

Pravé strana rovnic ([{90]) je pre kazdy zataZzovaci krok zndma a pozname aj zaciatoéné
podmienky tlohy

a(t =0) = g,
alt = 0) = a, (4.97)
a(t =0) = i,

a treba najst riesenie rovnic (£96) v ¢ase od 0 po tyna.. UvaZovany Gasovy interval sa
rozdeli na zataZovacie kroky, ktoré na seba ¢asovo nadvéizuju, a i-ty zataZovaci krok
na n, spravidla rovnakych integra¢nych krokov At (teda pre rovnaké integracné kroky
At = tymaz/n), pricom rieSenie budeme hladat v Casoch At, 2A¢t, ..., t, tmas- Je
zrejmé, Ze algoritmus, ktory vyjadri rieSenie v Case t + At pomocou hodndt v Case t,
bude schopny riesit ilohu v celom uvaZovanom ¢asovom intervale tlohy. Takéto metody
rieSenia sa nazyvaju priame integra¢né metddy, ¢o znamena, Ze pred integréiciou sa ne-
robi Ziadna transformécia tychto rovnic do inej (vhodnejsej) formy — napr. Laplaceova
transformécia a iné. Dalsim znakom tychto metod je, Ze v intervale At sa zavadzaji
predpoklady o tom, ako st v iom od seba zavislé uvedené tri nezndme funkcie a, a, d.
Je zrejmé, Ze od opravnenosti a kvality tohto predpokladu zavisi presnost a numericka
stabilita pouzitej metody. Pri takomto postupe musi byt ¢asovy krok dostatoéne maly
a to najma pri tuhych sustavach, ktorych vlastné frekvencie st vysokeé.

Metody priamej integracie rovnic dynamickej rovnovahy (96]), ktoré sa vyuzivaju
v softvéroch MKP moZno rozdelit na explicitné a implicitné. Pri explicitnych metédach
sa na zaklade predpokladov o zavislosti funkcii a, a, @ v ¢asovom kroku vyjadria rovnice
(90)) pre cas t a z nich sa vypocita @, ;. Rovnice pre a,  ay, l;4 o, sU dané zvolenymi
predpokladmi prislusnej metody. Pri implicitnych metdédach sa rovnice dynamickej rov-
novahy (A96) napisu pre ¢as t + At. Obidvoma postupmi sa ststava diferencidlnych
rovnic ([£96) zmeni na stistavu oby¢ajnych algebraickych rovnic, ktora sa potom riesi
ako pri statickej alohe. Pri explicitnych metdédach matica ststavy algebraickych rovnic
(#£30) obsahuje len maticu hmotnosti, a preto si tieto metody efektivne predovsetkym
pri tlohéch s diagonalnymi maticami sistredenej hmotnosti. V takomto pripade je rie-
Senie i velkej ststavy rovnic s velkym poétom &asovych krokov jednoduché a rychle.
Implicitné metédy st vhodné pri riegeni uloh kde sa vyZzaduje velka presnost rieSenia
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s pouzitim konzistentnej matice hmotnosti. Na rozdiel od explicitnych metéd st im-
plicitné met6édy nepodmienecne konvergentné — je zarucena konvergencia a dostatocna
presnost — aj pri velkom ¢asovom kroku.

V programoch MKP sa vyuZiva najmi metoda stredovej integracie (explicitnd me-
toda) a Newmarkova metoda (implicitnd metoda ktort vyuZziva aj softvér ANSYS).
Preto bude Newmarkova metéda opisana v nasledujiicej kapitole trochu podrobnejsie.

4.6.1 Newmarkova metoéda rieSenia rovnic dynamickej rovno-
vahy

V Newmarkovej metode sa zavadzaji nasledujice predpoklady pre zavislost vySetro-

vanych kinematickych veli¢in v ¢asovom kroku

apynr =0+ [(1=08)d, + 6y, pg] AL (4.98)

QA = Oy + ayAt + [(1/2 —a)d, + a@t+At]At2 (4.99)

Rovnice i konStanty o a § maju jasny fyzikalny vyznam. Ak sa zvoli « = 1/6 a 6 =
1/2, ide o met6du linearneho zrychlenia, ako to vidiet z rovnice ([E3])), ktora vtedy
nadobudne tvar

.
Qyypny = 0y + LT A QQHM At (4.100)

Ak zo vztahov [@I8) a EIJ) vyjadrime vektory d;, o, a @y, s @ dosadime ich do
rovuic rovnovahy (£96]) vyjadrenych pre ¢as ¢ + At

Magne +Copynr + Kapone = Frpne (4.101)
dostaneme matematickou tpravou sistavu oby¢ajnych algebraickych rovnic
KQH.At = Et+At (4102)

ktorych rieSenim moZno uréit posunutia uzlovych bodov siete kone¢nych prvkov v ¢ase
t+ At. Matica koeficientov ststavy K v rovnici (£I02) sa nazyva matica modifikovanej
(efektivnej) tuhosti. Zo znamych posunuti uzlovych bodov moZno potom pre dany
Casovy krok vypocitat mechanické pretvorenia a napétia.
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