PREDNASKA C. 1: Zaklady tenzorového poétu

Obsah: - definicia tenzorov
- rozdelenie tenzorov
- stupen tenzora
- oznacovanie tenzorov
- indexy a indexovany zapis
- sumacné pravidlo (priklady)
- Kroneckerova delta a permutaény (Levi-Cita) symbol
- Transformacia suradnic
- Transformacné pravidlo pre skalare, vektory, dyady a polyady
- Zakladné operacie s tenzormi

Definicia tenzorov

ory sa fyzikélne veli€iny A(x, )definované v hmotnom bode telesa P (x, ), obsahujiice
urcity pocet zloziek vztahovanych na vzt'azny suradnicovy systém x, = (Jc1 AR
Vzhladom na iny, transformovany suradnicovy systém x, = (x] i xa) sa zlozky tejto
fyzikalnej velic¢iny zmenia na A (x) . Ak medzi pdvodnymi a transformovanymi zlozkami

plati ur€ita zavislost’ ((ranstormacny vztah), potom tato fyzikalna veli¢ina je tenzorom stupnia
/1, @ mozno s nou operovat’ v zmysle tenzorového poctu.
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Transformacia suradnic

Transformagny vzt'ah: A(x,)= f(A (Jr:'I )) A (xr) =g(A(x))
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Rozdelenie tenzorov a ich stupen:

Podl'a vztazného suradnicového systému: - kartézske (3D pravouhly)
- vieobecné (so vieobecnou bazou)

v maju v bode telesa 3" zloziek a delia sa podl'a stupnia (radu) » na:

- skalare n=20 tenzory nultého stupfia — maju v bode len jednu zlozku
- vektory n=1 tenzory prvého stupiia — maji v bode 3 zlozky

- dyady n=2 tenzory druhého stupiia — majua v bode 9 zloziek

- triady n=3 tenzory stupna tretieho — maju v bode 27 zloziek

- polyady n tenzory n — tého stupfia — maju v bode 3" zloziek

V ramci tychto prednasok sa budeme zaoberat’ len kartézskymi tenzormi

Oznacovanie tenzorov, indexy a indexovany zapis

Tenzory sa oznatuju velkymi alebo malymi pismenami nadej alebo gréckej abecedy

s indexami.
Priklad:
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Indexy nadobudaj urtita velkost danu celym (integer) Cislom, napr.: i =1,2,...n.
Pre kartézske tenzory je vel'kost indexu # rovna maximalne €islu 3.

Indexy sa delia na: - vol'né - vo vyraze sa vyskytuju iba raz - A,
- sumaéné - vo vyraze sa opakuju (maximalne 2x) - Ay

Priklad indexovaného zapisu:

by & (‘:;kfgﬂ‘f
|7,86,dV = | Fou,da

V A

i i 1
E,=e +m, = E(""" +u_”)+5u,”u”

i, j, k=123

Sumacéné pravidio

Je to forma zjednoduseného zapisu, ktory zaviedol Albert Einstein — einsteinovska sumacia:

Opakovanie sa indexu vo vyraze znamena s¢itanie (sumaciu) cez vel’kost’ indexu.
Sumaéné indexy mozno potas matematickych iprav vol'ne premenovavat'.
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Priklad 1: Zapis rovnice roviny

Klasicka rovnica roviny: ax+hy+cz=p
_ X=3% Y= X
Premenujme:
a=s& b-=va e—a
ax, +a.%;, +a;%, = p
3
Potom: Zr_ ax =p

aax.l:p? "r:]"j’

Priklad 2: Vzt'ah medzi smerovymi uhlami jednotkového vektora

A

cosa=v, cosfi=v, cosy=V,
cos’ a+cos’ f+cos’ y=1
vi+vi+v; =1

vV, +v, v, +vy, =1 = vy =1 i=13

Priklad 3: Stvorec elementarnej dizky

/ ¢
ds’ =dx’ +dy’ +dz* = ds’ =dx] +dx; +dx;

2]
3

ds* = dxdx, = d,dxdx, i,j=13

5, — Kroneckerova delta

= dy’ = dxdx, +dx,dx, +dx,dx,



lprei=j = §;=05=0,4=1

4

i

Opreizj = 6,=86,=8,=0,=...0,=0

V maticovom tvare:

d. - : : ; .
dx.x, = dx dx, = 8,dxdx, O,dx, =0, dx +0,dx,+0, jdx; = dx,

Plati: prej=1: &,dx, = 0,dx, + 6,,dx, + 6,,dx, =dx,
prej=2: 9,dx, =dx,
prej =3: J,dx, =dx,

Teda: dx, = 0,dx, = 5, x,

Kroneckerova delta je forma jednotky v tenzorovom pocte, tiez sa nazyva tenzor identity.
Vysledkom jeho aplikécie na tenzor 4 je ten isty tenzor: 64 =A, resp. A=A4

Priklad 3: Determinant §tvorcovej matice

a, 4, a;

det(ay)z Ay Gy G| = dApdydy + ...

= €,,0,,8,70; e, —» permutainy symbol
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Jeho vlastnosti : tenzor 3. stupna

€11 =€yp T €333 =€j5 €3 = €35 T i T 0
€3 T€p T €33 = +1

€133 = €53 = €3y = =1




Priklad: Indexovany zéapis v derivaciach

: u= (u, v, w) - vektorové pole posunutia bodov
Majme vektory: _
x = (x, z, y) - pole polohovych vektorov bodov

Ako vyjadrime gradient pePa vektorového pola posunutia?

ou Ou Ou W
ox oy oz |
~
— Ju |ov ov ov
gradu=—=x|—" - ==
Ox |ox & o2
ow ow oOw
|Ox Oy oz |
: u—u vVIu, Wl
Oznaéme:
X—=>Xx Y =9 X Z—> x_’:
—  Ou, =
gradu=—-=u,, 1,j=13
Eh’ . 5,
Potom: rul_l ., U,

(“r._;): Uy, Uy Uy,

Us) Uy, Uz,

Ako vyjadrime divergenciu vektorového pola?

= om Ov ow  Ou  Ow O
divi = —+—+ = b —2 4 —

& Oy & ox ox. Ok
Priklad: Vyjadrenie diferencialnych statickych podmienok rovnovahy v indexovanom tvare

= Uy FUyy FU =,

14 P24k =0 1,=7,
& oy oz B
or, 0o, Oty

+ +— +Ky:0 T, =T,
dox oy oz %
2 2 .
or, Gl 0
— 2 :+K =0 1,=1,

Urobme zamenu: 7,, =0, 7,=0, T3,=0, 03=T, Tu=7, T3 =7,

K.=K  K,=K, K, =K,




Potom rovnice rovnovahy su:
Tyt K, =0

z-‘J g rJ*'

i,j=1,3

Transformacia kartézskych suradnic

P .
I]
4] <
A 2
X,
x;'/ \ '
xr'
X
>
w :
Transformacia = translacia + rotacia
Uvazujme len rotaciu (natogenie suradnic) v rovine x;, X2:
Iy P(x!.):P(xj.)

—9 »
-ﬁx' T . .
pr xz
P
ik ';D
@ :
v B N Ly
O “ x} "‘ xltgq) _J




FNeE ' & o . WS e e A BRGNS s e B AR

x, =OFcosg = (Jr1 + BE)cosqo =(x, + x,igp)cos @

x = fix) xj=g(.rj] X, = X, COS@Q+ X, SIn @ X, ==X, Sin@+Xx,Co8Q
X, |_| cos@ sin g | X
x,| |-sing cose]|X,

Oznadime A b v 4

N
_ ; =X3
cos@ +sSIng@ @, G|
: x ”(aﬁ')

ph S ¥ S

Potom

X, =@y, X +a;,X, Xy = Ay X, + Ay X,

— _1'1 :ﬂ'HIJ 1, ] 21,2

by

(“n) —s transformaé&na matica nato¢enia SS okolo osi z = K:. ¥X,

; ; T P
Transponujme maticu (ay) na (aﬂ) : S Sl T U naanih Je

T =8
_[an da., _I_cosqa Sng |
(a”') _IL% a, | #ng cosy _(aﬁ)

Ak by sme z geometr kych zavislosti transformacie suradnic vyjadrili vztah medzi
povodnymi a natoenymi siradnicami, dostaneme:

x, =a,x , kde a, su Cleny transponovanej matice (aﬂ) . Z porovnania vztahov
' i 3 - T ~1 e : ) { {
x, =a,x, a x, =a,x, vyplyva, ze (a}.t):(ay.) = (”u‘) , tj., Ze inverzia matice (a!.j) je rovna
T - | ; : . "
) = (au) = (ag) . Matica pre ktoru plati tento vztah sa

jej transponovanému tvaru (“J-,-

nazyva ortogor (ica, a prisludna transformacia sa nazyva

Urobme suéin:

i 1 | cos@  sing | cose -sing |
(”r::‘)(”:.a) —(a&)(au) m{wsinep cm@’il L"“(" cosqo}_

1

cos” @ +sin” @ 0 T4 _(5)
0 cos’g+sin‘p| [0 1 %

Teda, zlozky Kroneckerovej delty su: 6, =a,a, =a,a,

Resp.:

(6= (@)(as)=(@)an) =| ng |

d, 1 aEE

3
a,ay, +a,a, Gy tepdy | 8, O, __P 0
Ay @y, +ay0,;  Gydy +dy)ay J, 0n] [0 1




. =a,,d,, +a,a,, =cos@sing —singcosp =0
0, =a,a,; i=1,2 j=12 k=12

i

J,
Napr.:
=

i a j sivolnéindexy ak je indexom sumacnym.
Kroneckerova delta je tenzorom druhého stupiia.




8., =@,y +a),0,; =COSPSINQ —SIMPCOSP = 0

12

Napr.: ! _ :
= 0, =a,a; i=1,2 j=12 k=12

i a j suavolnéindexyakje indexom suma&nym.
Kroneckerova delta je tenzorom druhého stupiia.
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Geometricky vyanam (0.3)

oy siny X« QX
(a"j) 2 3 0\
- Sing coy Xi = Qyi Xj

Qy = COSyp = COS (X, Xy

—

qll' COJ(’ s COs§ (X{,XQ

K{ =) ad . cos(x., ;

5 < T
Qu = Sing = €00 (90 -¢) = Coa (X, X)

: ° B
Gy = -Sing = cos(907+¢) = Coo(Xa k) |

(o] [eme (90~ ) 1 [%]
-sivnf cny .

¢ & n n 1
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@)« (%) (a)" (a)" = .u.u-‘?na, o
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Eos ' sumoacny ind.
Trans{ormacia suvradwnic: d

/\/ \
x.:. = a"é x‘.‘ ’f:-auX,qu{;!\ti-anx!
g =13 X = § (X0 X, Xs)
X = Qi X;

Pre Fﬂ'pusl'"l; transformaciu musi plaki:

J-\%\#O

]= 1&' ‘xl. ‘al'a

. 1
\ ) ) — ]acoblﬁh
xl]“ x1|l xl|3 W

1 p
X34 32 x;ﬂ

axl'\ - 2— Q: X.\ = a." -‘-7 J' al"
(3 'Bx‘j( %) ¢ \ "‘7 g - vlaska

J - < (¢ __n&u'eQS}ﬂa‘:
-simp c,mq; 0 - 1 - nal-o'&m'c
suradnic okedr 2
s —(Aij)e- (@) oedcmm)
TRANSFORMACNE ZAKONY TENZOROV Ui 0 ot

Cny sing 0
‘ aii\ .

0 0 1

)

a, Tenzory 0° = skaldry : T=T

b Tenzory 1° = vekbory  Al=ayh  Ai=ajih;

)-- O ‘=4, ‘
X\-audxﬁ lXt a"xd
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A, = Acos« A, = Asing

) s R ot s
A = Acos(e-+#) = Acosd.coap +Asing.sing

| A, = A sin(g-¥) = Asind.cosy -Acosd.siny
| Az Aq
} Ay = Aj.cng  + A, sing

A, = ~M.sing + Ay cony

) cos s';w. - '
[ A = t:;"“"ltr (;12? }‘[‘h.\ A} = Q; A
Ay | L-sing  cosy | LA ¢4

Q24 Qz2

\ O,

A = ad-i Hc d

- 4rans}. matica
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Sucin vektorov dyadicky :
Wy; UG U,
Uq 5 'l‘-"l‘l1 "ht ; 1';
Uy .["’1 n W) U 47 U 43 ut‘;
Us Uy Uy Us¥s
t3q iz b33
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= -L,'d- = Qi alé ":I(C = émn.s-farma&'h&f vetah e nga%;
Tnverany valah : &:d e Ak a/”:ke
Dyada - (3x3) mahca - 3'=9 afodiek

i = Qg a1-£‘ ¢
4 g -k l]j'l't - ins

\
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th tu 43

({;i)- tan t22 tus
*:31 t32 hs




Dya'dy : tenzor napatia , cleformacie
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Qq, QA4 Ly Sl'hlf \ qof? 3
(ai;) = = .
Q4 Q22 -Si'ltf CDS? )
cos cos(90- i e
; [ cosyp (90-¥) : €OS (X Xa) Cos(xy,x,)
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(tl; = Oy q11T;1 + Q4,4 2-T2?. +(Gn 9y + G Gy) l‘,.,_)

Cly) = -F(ﬁ'x‘ﬁ'y,’ta,tf)
glﬂn B'x.m‘f-t "yﬁt’q‘v ¢ J.t;.:iu{-my

Ienzory n-teho stupia - Efiddz

'L."-k oo = au'oa"Pakr‘ i qhntopl"' s ¥

3°s1 sk
Tcn&or N~ -l-c'ho slqph'q ma' 3”- 2{0:‘:{'0‘(‘ ﬁf{i:};’
Napr.: lenzor pruinost
C.;kf S8 A N kons?.

Zovseobecneny Hookov zdkon:

'tn Tﬁ. Ti‘.’.
(T4) =

Taa  Tas poclobne £.'l
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ZAKLADNE OPERACEE S TENZORMI

a, Zlucovanie

C.*Jl: & Ai"k 25 Bi;k ' Dfdfk' Aigk- ng

b, Nasobenie

\

AL&

= Gin Oy Anp B\kfrn = Qiey- Qg Ot Brrst
Z° 3"
Polom vy'raa
C‘Jk‘"‘ = A Bytw = %in O;prOpsQumt An Brst
i denzor (2°+3°)= §° Coprs £

., By Zuienie tenzora

h )
TI'.JkC = Qim ain Qi Qs Tm nrs

napr.: k= §
-ﬁ. ‘1 - al”‘l q adl" als TMnr‘s o alm Jnl‘ a“ mnrs =
CJ m 'mi o de, « /,:}dq!.

TWIS = Tm;;Ls 'T"IP?S -Cﬁw T—ﬁtnrs
9 Slupen tenzora sa 2nid 0 dva Stupre

2 . : ; : - gﬁf
di - wel - isg = disOy s duedpy = 32
" i : L
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% Stupen tenzora je urceny poctom voluycl,

tndexov
-Eék.gtl y R.‘d-k Séu | File - {'3”20"}/ z
Lle che

V denzorowe; rovnici musi byt poces volinyeh
indexov  “rovinaky.

Vielky -len'aorove' veﬁr'c'?ny musta byt
vatahovane' na rovnaky ’surad. system

i
9 B ovBp vl A :

d Armua.c*- Bee = C.;
S 0 = cos(x} x) - nie je tenzorom
? ald ( ! d) (_f%'[':ll({ti;! Sa& na dva .5.5)

d, Tenzor ako {r,'nea'rny operator

TA = ( dA=A Ti; A, =C J,EA& = A

T(A+B) =TA+TB ""'&(“&*Bé)"'ﬂ&“& "'1}384

T(mA) = mTA Ti(mA)= mT; A, =m(; ‘
Derivacia +enzorov - |
a, skalarne pofe : {(x.-\ = ]((x}') x-‘”?dl'xi X'm=am4x&

a‘h _a_{_ .a..’S:.'!'. = Um: a“‘.}, a—-xi..-: 1 'M"": .
‘a_x:l"ax:.. o, “t e o g

gr‘adf = Qm& aradf 9 vekior
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b, vektorove pole TP o
AT RN OS2 1Y

a :n = u‘:'l]. = %(afmu'ﬂ) = u"'a""!u“"

=" ¢ Xg= 4L X
?U 9“!11 9 Xt ?Hm

= -— - . atma
Ga-{ ¢

u‘iis = ql‘"‘l a‘.‘e um't = dya.da
Péah vieobecne : Derlvaciou J-emon'
podli x; sa stupen
awyst o (°
a Tk m
J - T;.': .+ NO L
“Xo |
! - . ) )
Zu zenié : ul'll'. = Qwmi al.‘ “m,t = Jme “m't =
(Uiy> GmiGg, Ume) dme
j.-f:-i. ‘- . | Z
s Umm = Uge o skalar (02°)
Uii = Uga + Uz + Uy . Usy +Uzg +Uss
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