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6. Konstitutivhe rovnice

Létka, ktora vypfﬁa kontinuum, sa vyznafuje urlitymi materidlovymi vlastnos-
temi. Zdkony, alebo rovnice, ktoré popisujd sprdvanie sledovaného materidlu
pri pésobeni vonkajsich vplyvov, sa nazyvajui kondtitutivnymi rovnicemi. V
pruZnosti Jje to zdkon, ktory uréuje vzdjomny vztah medzi napiitim a pretvore-
nim, v termomechanike medzi stavovymi velilinemi, atd... . My sa budeme
hlavne zaoberat vzdjomnym vztahom medzi napltim & deforméciou.

Pre velky polet pevnych ldtok suU deformécie proporciondlne k zatafeniu. Ex-
perimentdlne ziskany fakt, Ze s narastanim zataZenia narastaju deformdcie

a 8 klesanim zatafenia deformécie klesaji a napokon po vymiznuti zateXenia
deformécie vymiznd, &o ném stanovuje Hockeov zdékon, viedlo k jeho zovieobec-
neniu. Podla zovSeobecneného Hookeovho zdkona je kazdd zloZka stavu napltos-
ti linedrnou funkciou zloZiek deformdcie v danom bode telesa., V matematic-
kom tvare

4 s C

ij = Ci1 Y

kde ﬁ&j je tenzor napitia, kl tenzcr nekoneéne malych deformécii a C1 e
je tenzor 4. rédu, ktory mé 3’ = 81 zloZiek. Tieto zloZky popisuji materiéd-
lové vlastnosti kontinua. Tento idealizovany zdkon popisuje pomerne dobré

sprévanie troch skupin materidlov:

a) h nokeovsgé pruné telegg;

b) neviskoznu kvapalinu;
¢) newtonovsku viskoznu tekutinu.

Zovieobecneny Hookeov zdkon idealizuje sprédvanie uvedenych materidlov a
pribliZuje ho viac alebo menej ku skutoZnosti. Ked su rozdiely v sprdvani
materidlu prilid velké, hovorime o redlnom plyne, nenewtonovskej tekutine,
viskoelastickom prostredi, plasticite, ..., ktorych popisanie je omnoho kom=-
plikovanej8ie. V tejto kapitole budd uvedené kon3titutivne rovnice len pre
tri skupiny materidélov, pretoZe posluché&i Bpecializécie "Aplikovand mecha=-
nika", ktorym sd tieto skriptd urfené, sa v Zpecidlnych predmetoch zaobera-
ju mechanikou tekutin, plynov, prip. teoriou plasticity. '
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6.1 HOOKEOVSKE ELASI'ICKE PEVNS TELESO _ .
Prof. Ing. Frantisek Janic¢ek, PhD.

garant SP Elektroenergetika

Budeme sa zaoberat pevnym telesom schopnym sa deformovat tak, %e vazd jomny
vztah medzi napitim a deforméciou je linedrny, t.j. vyhovuje zov#eobecnené-
m1 Hookeovmu zékonu. Nech uvaiovené teleso, pripadne jeho Zast mé objem V

@ plochu S. Ak pbsobia na teleso vonkajdie sily, dochédza k jeho deformécii.
Je zrejmé, Ze vonkaj¥ie sily pritom konajui précu, pretofe v ddsledku posunu=-
ti pbsobia na urfitej dréhe du; « Tdto prdcu nazyvame deformednou précou, a
oznatime ju W. V samotnom telese sa bude vplyvom deformécie akumulovat ener-
gia, ktord nazyvame deformaénou energiou U. Pri odlahZevani telesa sa tato
energia naspit uvolnuje, bretoie vracia teleso do svojho pévedného tvaru,
€o znamend, Ze zas vnutorné sily konaju précu. Ako ukazujd experimenty, de-
Formécia je vo vBeobecnosti nehomogénna, a preto i deformednd energia mbfe
byt v telese rozloZend nerovnomerne. Preto zavddzame tzv. pomernd energiu
deformécie, resp. hustotu deforme&nej energie dU. Predstsvuje ném energiu

v danom bode tlelesa vztahovanui na jednotku poliatoZného objemu. Ked predpo-
kladdme proces deformdcie za hdiabatickj, mus{ se deforma&néd préca rovnat
deformalnej energii '

aw = d‘ﬁB + dWS = d() bcﬁ!) f{dU)dV (6e1=1)

V rovinici (6.7=1) GWB predstavuje deformadnd prdcu objemovyeh sfl

| d-}."B = IKiduidV = jj '(l"l.ldn:l.|i + Kgduz + K3ﬂu3'}d'ﬂ’ (641=2)
v v

Jale j dW. je préce plodnych sil

A e s =D L S

J e
S S

J
kde Ti = @51 yj sd zloZky vektora napiitia, e}i su zloZkami tenzora napi-
ﬂ tia v bode plochy s vonkajdou normdlou ﬂj. Vyraz (€.1-3) upravime pomocou
* Gausovej vety

. G5 o -,
5 § ey

Dosadenim (6.1-4) a (6.1=2) do rovnice (6.1-1) dostaneme
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G
JﬁKiduid? - JFE;T (‘fjidui)dv H‘JP(GU}GV (6.1=5)
v L %

Urobime nazhafend derivédciu vo vztahu pre plo3né sily & rovaicu upravime
do tvaru %

T, 9
j (Ki + _.,._ajl> du, v + j Q"‘ji —— (dui)dv = j(dU)ﬁV (6.1=6)
Bx . _ ox

Ak sa uvaXovené teleso nachédza v staticke] rovnovédhe, potom prvy &len v

(6.1~6) je vzhladom na podmienku rovnovéhy nulovy, &{im s ném té&to rovnica
upravi na

J T5y0€; 50V = j(du}av (6.1=7)
v v

Zre jme plati dprava

9 'aui '
J

pridom Eij = ui 5 8d zlofky gradientu deformécie.
’ :

Z rovnosti integrélov v (6.1-7) vyplyva rovnost integrantov, t.j.

a odtial
ou
‘2’. R & : —
3 " '313 3¢, - | (6.1=10)

Ak z graﬂ1entu deformécie vynechdme nekonedne malé rotécie, pntamlei =

= 813 = 2 {u g T ug §) @ daformaﬁné energia bude funkciou zlofiek tenzora

malych deformécli (U = U( £1j)}' Déaladkcm toho méZeme rovnicu (6.1-10) vy-
Jjadrit v tvare

A Nt
1d 3 e,
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Pre jednotlivé zlofky tenzora nap#itia z (6.1-11) dostanene

¢ : BU > 'aU . au
v ' - g o (6-1-12
< gk &, ' 22 ’ ’ 2SR )

? €s5 32

Ak U&inkom vonkajSich sfl je zmena stavu telesa izotermdélna, d4 sa dok#dzat,
¥e funkecia U existuje a spina rovnice (6.1-6). Funkciu U, ako sme ui'apnma—
nuli, nazyvame funkciou hustoty deforma¥nej energie. PouZitie tejto funkcic
a z nej odvodené vztahy jé moZné len pre telesé pru%né, u ktorych je mo%ny
ndvrat do svojho origindlneho tvaru, xed vymiznd napétia.

6.2 ZOV3EZOBECNENY HOOKEOV ZAKON

Ako sme uZ uviedli v dvode tejto kapitoly, pri zov3eobecneni Hookeovho zé-
kona predpokladdme, Ze kaZdd zo zloZiek tenzora napitia je linedrnou funk-
ciou zloZiek tenzora deformdcie. To je moZné zapisat rovnicou

G5 "%mca (6.2-1)

kde tengor Stvrtého réddu, C

i jk1? tieZ nazyvame tenzorom pruZnosti. Tento

tenzor mé 3% = 81 zloZiek. Ako uvidime neskér, tenzor prufnosti sa ném zjed-

nodu3i, pretoZe nie vSetky jeho zloZky si nezdvialé a niektoré mbZu byt aj
nulové. '

70 vztahu (6.2-1) napr. pre @}2 dostaneme
51

gﬁz 5

-

C1211 ®11 * Cr221 %21 * Cr231 B3 *

= Cyn91 €99 * Ci1n &12 * Ci213 %43

Ci222 %22 * C1223 %23

+

Cizz1 €21

C1231 31 * C1232 832 * C1233 3

Preto’e tenzor napitia je symetricky, bude platit

?ij % ﬁ}i
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& po zohladneni (6.2=1) dostaneme

€= Ciga Ba = P51 * %1 U (6.2=2)
Odtial vyplyva _. (,‘u“, Cl.{'!‘
' R Giskla Cyakt

ijkl Jikl (642=3)

Guﬁ'—* Csukl
Teraz ukdZfeme, Ze tenzor pruZnosti je aymatrieky aj v dvoch poslednyeh in=
dexoch. Za tym dlelom predpokladajme, %Ze teleso je v takom deformaénom sta=
ve, kde rdzne od nuly su len zloZky daformécie 512 =

21'
Pre tento Specidlny pripad mbZeme (6.2-1) pisat v tvare
L (6.2=4)
: A,
alebo Ts: LCi. Lt €t = C;;ft. Eeb
& o |
| tee= €
zavedme &i novi konStantu 8, 1o definovand vyrazom et 'dr' P
M Cibt= Citl !

(6.2-6)

o w3 0 ..o &= ip!

ij 1§12 “12 i1 Y Cij01) &4 (6.2=7)

Porovnenim (6.2-7) a (6.2-4) je zrjmé, 29 cljkl Je symetricky aj v druhjch
dvoch indexoch k a 1, a potom
C&}[g;:

ijikil = i1k ® Ci1k = Cjik l/ C.."-.u:ag“ (6+2-8)
g2z Cias '

13 ufb avit na tv&r

C

Na zéklada f6.2-8} méZeme vztah pre zloéku.napatia

T2 = Cqp9q €49 * Cqpap By + Ci233 &33 *

* 2 (Cia12 €92 * Ci213 €13 * Cy335 &3,)

Vyuﬂitim symetrié tenzora pruZnosti sa nédm zredukuje podet
zloZiek z 8] na 36 kondtédnt.

.Jjeho nezdvislych
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Za predpokladu existencie funkcie hustoty deformaénej energie U mbZieme po=-
et konstént aalej znizit,
— . —

V zhode 8 rovnicou (6.1=5) dostaneme

e ——

e e e Attt -
— e =
|

( /U
| gl Tyq ® Cyyqq €99 * Cqqop €ap * wee + Caq35 &35
| 11
E‘ (6-2-9)
: dU

————= = U5y = Cpnqq &qq * Coppp Epp * e ¥ c2232 32

(L} €55

Odtial
?3%U )
= Cyq22 © = = Cr211
’66113 €55 ° & ’aa

=) Cyzze Cl-t-'l]

A vo vBeobecnosti bude platit rovnost
Ci3312 Cyqag

3%y 2
= Cisk1 = Craij I (6.2-10)

Rovnica (6.2-10) ném hovori, e tenzor Cj;, musi byt symetrickym i pri zd-
mene prvej dvojice indexov s druhou:

Cisk1 = Cki; (6.2=11)

Tym sa ném vo v3eobecnom pripeade znifuje poet nezdvislych kon3tdnt pruZnoa-
al ti na 21. Tychto 21 koeficientov popisuje elastické vlastnosti v—iESEEETEEﬁi
Eﬁ 'II'GFET?éhd-EEEE‘E‘?H‘?BEUﬁEEﬂﬂﬁF?TIﬁade mé%u byt funkciami polohy bodu { Jee
fi fo suradnicyNEPFIRIEa-pri konednych deformdcidch musimé“!ﬁﬁi?’?ggazgzaﬁe—
i dzi deformovanou & nedeformovenou konfigurdciou telesa. V tomto pripade tro-
N i ba, vzhladom na prislusnd transformdciu, povaZovat tieto kondtanty za zévin-
i 16 veliZiny od polohy sledovaného bodu. Vo vid3ine pripadov sa vdak tomuto
-&ﬁ” problému pristupuje dogmaticky a tenzor pruZnosti sa nepodrobuje transformi-
cii pri prechode z jednej konfigurdcie telesa do druhej. TaktieZ sa predpo-
i kladd homogénnost elastickych vlastnosti, t.j. v ka*dom bode uvaZovaného to-
|

lesa s elastické vlastnosti kon3tantné a rovnaké. Podmienky homogénnosti
vlastnosti pruZnosti v3ak plne vyhovu jud 1en v teorii malych deformécii.

. O ? Zlotky tenzora pruZnosti sa zvyknd oznadovat aj dvojindexovymi symbolmi A. .

——

0 e 1,3 =1,25...,6.

o
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Napriklad:
11 = Coma Cxa = Craa1 €11 * Crap Bpy * Cqq3p B4y =

=C1111%1 * Cyqp €5 * Cqy33 &33 ¢+
% * (Caqqp * Coqpq) &yp * l::‘1«123 *C32' éant A
P *“L Hﬁﬂ—ﬂ

* (Cy931 * Cr113) 39 = Cyqqq 839 * Cyy3p 5 + Cyq33 33 +
by Avs Ay
ﬁ—-\

*20C002 Yo * 2 Cqqpy 3 + 2 Cqq3q08g, =

Brg Ba1 % Mg S * Ry3 833 * Ay Epp 4 Agg €y + Ay By

V maticovom tvare vyjadrime nezdvislé zlo%ky tenzora naphtia pomocou nezé=

UiSleh kﬁeriﬂient DV_ ci,jkl’ TESP- Ai,j ‘taktﬁ:
%14 A1 Mg A3 Agy Agg Agg | &,
10)
27 ., A SR SRRt v SRR €2
3;1-— 43'33 . . . . . - &33 .
."_'_ ’ = (6-2;12}
. 6'12 - - - - . ® .f' &12
11) g
¢23 . - a . . g Fi 6’23
qJion : E/'
oko L '3’31_ e : : . 66§ |37 /
( .'1| Q .
me - 3 s e e g
tro 3 % 1111 C1122 1133 C1112 Cr123 Cra39 11
Svan : .
3o ¢ Ta2 C2211 C2222 €233 C2212 C2223 C2231 52
3rmi 3 i + .
po- S8 33 “3311 C3322 3333 C3312 C3323 Ca331 || 53
5 L4 - £ I (602‘13)
ti i 2P 1211 ©1222 €233 C1212 C1223 C1231 | [ 2%
Ty | | Ca3n 2322 €2333 C2312 €323 C3331 | (2653
L 1] L P9 B3v22 %3133 %3192 3123 O3 || 25
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Ako sme u# uviedli, vzhladom ne symetriu (6.2-1), polet negzdvislych zloéiéh
| . elastickych vlastnosti &a nédm znfZi z 36 na 21 (6 na diagondle matice mater.
I f vlastnosti + polovidku zo zvySnyeh 30 &lenov). Pre maticu vo vztahu (6.2-11)
sme u? tento fakt dekAzali. Podobnym spbésobom to urobime pre maticu vo vaztla=
hu (6.2-12). Pre zlefky napitia plati

U
32, = Tyq = Byg &qq*hyp Tppthqy Bagthy, Eqotheg p3*hgg &y,
e 'S

i e O s A E..+A Ennth E..+A E, .+ E..*A &
i 2 - 22 S5 VIyTMaE V22 23 "A3 T2 W TES &3 e N

Po derivécii prvej rovnice podla Ebz a druhej podla &11 méme

= A - = A 6y2=1

to znamend, 2e Aqy = Ayqe Na tomto zdklede mbieme tvrdit, EZe

Ajs = A3

Treba si uvedomit, Ze Aﬁj u? nie st zloZkami tenzora a tedé nemoZno napisal
vBeobecny vztah, obdobny tvrdeniu {6'22l91; Ako sme uZ spomenuli, materidlo-
“é viestnosti su tenzorom 3tvrtého stupna & su vo vieobecnosti zévislé od
transformdcie sdradnicového systému. To znamend, Ze ak v po¢iatolnom gurad-
q nicovom systéme (X, i = 1,2,3) mé& tenzor pruZnosti zloZky pijkl' potom v
gsiradnicovom systéme natofenom (xi, i = 1,2,3) budd zodpovedajice zloZky pu
drobené trensformadnému zdkonu tenzora 4. stupna

. < _—
Copar = 20i®pj%qk®r1®i jk1 (642=19)

Vztah medzi napitim a deformdciou, vyjadreny zdkonom (6.+2=1), moZno vyjad-
i il rit aj v inverznom tvare ot

——

-T_W = s = ¢
i kde Sijkl s§ kon3tanty tzv. "kompliané&ného" tenzora. Tento tenzor sa Vvy-
znaduje obdobnou symetrickostou, ako Cj - '

V maticovom tvars (s vyuZitim komplian&nej matice) mbZeme (6+2=16) vyjadritl
takto ' '
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6.3 SYMETRIA PRUZNOSTI (ELASTICITY)

) - b .
Copq-r- = a.r: Gp’; Aqt Orq CIJAL

%s !&,43'
Elastické vlastnosti sa vyznalujud urditou symetrickostou. Typ prislu3nej sy=
metrie posudzujeme podla stupna invar;antnoati tenzora cijkl (alebo Sijkl)
pri transformdcii suradnic natolenim. .
Znéme sd nasledujuce typy symetrie: b o - 1% bnf“u‘ H?&dllﬂ;f(-
a) symetria vzhladom na rovinu; i B
b) symetria na dve navzdjom kolmé roviny (ortotropia); 9 4
¢) rotadnd symetria vzhladom na jednu os (anizotropia); & - 5
d) rotaénd symetria na dve navzdjom kolmé .osi (izotropia). ; 2

a) Symetria vzhladom na jednu rovinu

Materidl, ktory sa vyznafuje symetriou elastickych viastnost{ vzhladom na
jednu rovinu, sa nazyva monoklinicky.

UvaZujme, Ze rovinou symetrie je rovina (x1,x2) (obrs 641)4 Poliatolny si-
radnicovy systém (xi, i =1,2,3) sa preklopi do polohy (x{, i ='1,2;3).

Poziadavka je, aby sa elastické kon3tanty pri prechode jedného sﬂradniggﬂé-
ho systému do druhého nezmenili. Smerové kosfnusy uhlov medzi osami (x{,xj}
a pre nd3 pripad budd

ac is
oznatime alJ,
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oObr. 6.1 b
Symetria vzhladom ns rovinu (x24,%,) A
1
coa(x%,xj} = ¥ B (1,0,0) _ f%
cos(xé,xj} = an =,(0,1,0) (J = 1,2,31 (6+43=1)
& .
cas(xi,xj) ot L (0. 0,7) . ;;
Podla (6.2-15) mus{ potom platit %
’ s : -
L9119 F a1pﬂ1qa1ra1scpqrs X 4
= 8 a a a C + A a a.,.8 C +* see * f
R e e e R R 1271271271272222 E

811892813893C4535

PretoZe v3etky 8y = O pre i # j, nakoniec dostaneme

, 3
C1111 = Cr119 _ (6.3-2)

&0 podmienke symetrie (invariantnosti) plne vyhovuje. Podobnym spbsobom pro ﬁ

tento typ symetrie by sme mali dostat

’ g = Sz
C1123 = 89p%19%2r%38%pqrs = C1123 (643=1)

%o v3ak nedosiahneme, lebo v skutolnosti jJe

: E1pa1qa2r&3sgpqrs E - 01123 (6!3-4}

W

s




- 135 -
. Aby sa eplnila podmienka symetrie (€.3=3), musi byt 01123 = 0. Takymto sp6-
I sobom sa d4 ukdzat, Ze pOvodnd matica materidlov,ch vlastinosti sa zreduku je
 na trindst nezdvislych &lenov -

[C1911 Ci122 Ci133 Cypgp O 9 K L,,-,g-l—;:n-f
yi22 C2202 ey Tegp . %7 O (ump_!?' h“kr-'uy
“yu3y. %2233 Yo%y Vigw = et
3=5
1112 C2212 G312 C1292 O 9
o - ¢  Gsp3 C3a
-9 - 0 W Basyy  Riyy
Pre zdvislost medzi deformédciou a napitim by sme dostaii
- .. A | SR
%1 T T s i M8 1,
©22 Wil Smoe “asgy Tage - 9 9 %2
o (S Sen S S 9 ° ey L
;' &2 112 a1z 331z M T 0 2 03,
5 ; %3 ML B W 0 e el 3 Sa
i e S8 SRR EENE BN e

fovnica (6.3-=6) umoZnuje robit prehladny nézor o Jednotlivyeh zloZkédch de-
formédcie, ak zloZky naptitia pésobia jednotlivo. Ak napriklsd jedinym nenulo=-
vym nepétim je €33 # 0, potom vaniknd tri normélové pomerné prediZenia

511, 522, 833 a Jjedna zloZka pomerného skosenia €5+ Obidve zvydné zloZky

823 a Eﬁjlau rovné nule.

e s e T

pre

S S P

Pri aplikécii zloZky 633 8d vietky normélové pomerné preaizenia nulové, len
- 1) R °,3 & &34 sd rozne od nuly. ' '

BT o
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b) Symetria vzhladom na dve ortogondlne roviny

N

Materidl, ktory sa vyznaluje symetriou elastickych vlastnost{ vzhl'adom na
dve navzdjom kolmé roviny, sa nazyva ertotggpickym.fﬂg&h rovinami symetrie
sy (xiixzj a (xz,x3) (obre 6+2), smerové kosinusy (x{,xj) v tomto_pripade
budd '

31::' e ("1’0,0) = ﬁﬂa(x%,x;j)
a5 = (0,1,0) = cos(xi,xj) (J

Obr. 6.2
Symetria vzhladom na dve ortogonédlne roviny

PoZiadavkou symetrie vzhladom na dve roviny sa nédm oproti symetrii na jednu

rovinu zniZi pofet nezdvislych kon3tdnt z 13 na 9. Matica materidlovych
vlastnosti{ bude mat tvar

ol [Eks & @r“ '
1L Cghs QQ 0 0 0 _ |t
\?{: “n33 “22m - 2 . 'h’
| e |

0

0

)

m 5 0 0 0 (33\13/# -1.'831-‘
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Komplianénd matica méd optEt rovnaky tver sko (6.3=8). Vzhladom na komplian-
&nd maticu méd zdvislost deformdcia - napdtie tvar

€11 ST e Svias © 0 0 | 1
€55 S1132 Szp33 2533 O © © %2
33 =133 Yy " ° v O 33
=, (613"9)
31 O 0 O 0 0 S3134 2 T34

Tieto rovpice ukazuju, %e pre ortotropické materidly normélové napitis spo=
sobuju len normélové deformdcie a Bmykové napiétia spbésobuji lepn pomerné skg=

senin. Plati to v3ak len pre pripad sysiému suradnic, ktory je zhodny 8o sui=
radnicovym systémom, vzhladom na ktory je definované symetria.

¢) Rota&nd symetria vzhladom na jednu os

Materidl vyznalujdci sa takouto symetriou, sa nazyva snizotropickym. Takéto
symetria vyZaduje, aby elastické kon¥tanty ostali nezmenené pri ka3dej rotéd=
¢ii o nejeky uhol @ okolo osi symetrie (obr. 6.3).
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. Rota¥nd symetria na jednu os ~ L1

Arwe

Nech touto osou symetrie je Xqe D4 sa dokdzat, Ze pre tento druh symetrie
sa ndm polet nezdvisle premennych zredukuje na pdt a matica materidlovych
viastnosti bude mat tvar
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Po vyjadreni komplianénej matice dostaneme vzédjomny vztah medzi deforméciou

a napdtim
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d) Rotadnd symetria vzhladom na dve navzéjom kolmé osi

Materidl, ktory sa vyzna¥uje symetriou elastickych konStdént vzhladom na na-
to¥enie okolo dvoch navzéjom kolmych osi, nazyvame izotropickym. Vzhladom
na predchddzajuici pripad symetrie, v tonmto pripade sa nédm pofet nezdvisle
premennych kon3tént zniZi na dve, pretoZe dostaneme
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Ci313 % - (Cy491 = Cq122)

.03333 = 01111 : {6-3-12)

C1133 * Cr122
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Zévislost medi deformdciou a napitim upravime na tvar
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. Elastické kon3tanty v (6.3-13) sa oznaduju obyéajne takto:
I.l .
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Ciqqp = A +2np

2)

Dvojicu kon3tédnt '1, B nazyvame Laméha konStanteami. Vztah medzi napétim a
deforméciou vyjadrime na zéklade (6.3=15) v tvare
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alebo skrdtenym zdépisom
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(6+3=17)

T o+ ——— T (6.3=18)

sime pofadovat, aby g # 0 a]3 )\ + 2p # O. Vztah (6.3-18) odvodime
: Z rovnice (6.3-17) méme

Obvykle
napr. tak
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Uprevou (6.3-21) pre &  napokon méme
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