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Tieto skriptd sd urlené predovietkym pnalunhéﬂnnfﬁﬁdijnéhn odboru "Apliko-
vand mechanika™ a sd v ‘nich obsiahnuté :ékludﬂﬁ poznatky o Mechenike konti-
nua, 8 hlavnym :amaranin na pevné pndda;né teleso. Zavedenie tohto predme-
tu, ktory sa zadal vyufovat na Strujniﬁﬁna fakulte SV3T od &kolského roku
1982/83, etvisi s obashovou presta avbou 5tddia, ktord mala okrem iného zs
ciel nau¥it Studentov najnovsim- oznatkom z oblasti vedy a techniky, a u-
rychlenym zavéddzanim tfﬂhtu,#faladkav do praxe potom udfinnejdie prispievat
k rozvoju nadej spolodnosti. Napisanim tjchto skript chceme .
nj my prispiet k splneniu tohto ciela. R

V nadich ekriptdch 8i, prirodzene, nekladieme nérok na iplné vyferpanie ob-
sahu tohto vedného odboru. Je to hlavne z d8vodu, %e odbor sa neustédle roz-
vija a pre jeho jednotlivé oblasti ako napr.: Teoris pruZnosti, Mechenika
tekutin, Flasticita a iné uZ na Strojnickej fakulte vy5li samostatné skrip-
t4. Pre dal3ie prehlbenis vedomost{ z daného odboru odporiame hlavne ufeb-
nicu "Mechanika kontinua" od Miroslava Brdidku a knihy od autora Y.C. Fun-
ga, pripadne dal3ie, ktoré sd uvedenéd v zozname pouZitej a odpordanej 1li-
teratdry. Matematické vyjadrenie rovnic je robené indexovenym zdpisom, s vy-
ufitim tenzorovej analyzy. Tento postup naSiel v poslednom fase 5iroké u-
platnenie, &i uZ v pisan{ ufebnic alebo ostatnej odbornej litafatﬁry, &o
podmienil hlavre rozvej numerickych met 6d mechaniky kontinua. Takjto zdpis
prislulné operdcie znaZne zjednodud{ a skoncentruje ziskené poznatky, pri-
tom viak treba mat na zreteli fyzikdlnu predstavu javu, ktord sa mbéife vply-
vom matematickych formuldcif{ z danédho problému vytratit.

Autori ﬁakuﬁu—drwulnga_ﬂj Bilamu, DrSc. a dr, Ing; KﬂmplaﬂFLJ.ﬂSF! za-¢en=
né prlpnmlaﬁky a starostlivy ranaﬂﬁiu-aEfipt“

ot vaecs 1732 Ing. Justin Murin, CSc.
Dratislava v juni 1985 | ~ Ing. Pavel Elesztds, CSc.
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1. Uvod

I'ri riefeni konkrétnych dloh praxe inZinier alebo vedecko-vyskumny pracov-
nfk musi{ ndjst odpovede. na d8leXité otdzky sako napr.: Ako sa bude dany prob-
14m ormulovat? Ako zostavit hlavné rovnice a okrajové podmienky? Akd hypo-
Lédwn mo¥no vyslovit o danom probléme a akymi experimentdlnymi skdSkami do=
kAaznt jej platnost? #kéj strednej chyby es pritom dopuatime? A v neposled-
nom rade, kolko sa minie finanZnjych prostriedkov a fasu na dosiahnutie vhod-
nitho rieBsnia? V tychto skriptdch z tohto okruhu otédzok sa budeme zasoberat
Il nvne odpovedou na prvd otdzku. Za tym Ufelom si najskér ozrejmime niekto-
v zikladné pojmy, nevyhnutné pre pochopenis opisovanych {yzikélnynh jﬂﬂnv."

Mochnnika - 3tuduje pohyb (pripadne rovnovéhu) hmotného telesa a sily, kto-
r* tento pohyb, resp. rovnovdhu v priestore a #amse spdsobuji. PretoZe po-
jom hmotnédho telesa je velmi zloZ2ity, budeme abstrahovat od skutoZného zlo-
twnis hmoty & hovorime o mechanike hmotného kontinua. Zdékledné principy me-
ahnniky sd vliastne metemetickou formuldeciou fyzikdlnych zdkonitosti. Ufe-
nin mechaniky preto tie2 huiﬂrimﬂ, 2o je to ulenie aplikovanej matematiky.

Koncept kontinua - je odvodeny z matematiky. Povieme, Ze systém redlnych
“{fuial je kontinuum, Medzi keZdymi dvoma urditymi Zislami sd iné &isla,
vinatne existuje nekonene vela redlnych #fsiel medzi uvafovanymi dvoma
ff{nlami. Intuitivne Zas mb%e byt reprezentovany systémom redlnych &isiel t -
n Lrnjdimenainﬁélny priestor je reprezentovany troma systémami redlnych &i-
nlel x, ¥y, z. Cas & priestor budeme identifikovat ako Stvorrozmerné konti-
nimm. RozSirenim pojmu kontinua na hmotu budeme hovorit o spojitom rozdele-
n{ hmoty v priestore. Pre ndzornost uvaiujeme pojem hustoty hmoty. Predpo-.
klndajme, %Ze priestor R, je vyplneny hmotou (obr. 1.1).

lvniujme bod P v R a dalej, %e &asti podpriestoru R, Ry, «s., R konver-
piji do bodu P, prifom

Hn{:Hn-—‘l' PEBn

Noch objem Rn' Je V, & hmotnost ldtky obsishnutej v R, je WM . Utvorme pomer
M /V ., aak linits Hn.r"”'ifn existuje pre n—w a ‘F.I"n—- 0, tuto limitnd hodno-
tu definujeme ako hustotu (rozdelenia) hmoty v bode P




y A

= 1

Obr. 1.1
K definfeii kontinua

j:t:ﬂ huatuta definovand viade v Rn’ hovorime, Ze hmota je ruvzdelend spo-

Podobnd dvahu moZno pouZit na definovanie hustoty hybnosti, hustoty ener-
gie, ... . Na zéklade toho definujeme pojem hmotného kontinua:

Je mata;iﬁl, ktorého hustota hmoty, hybnosti, energie, ..., existuje v na-
znafenom matpmatiaknm gmysle. Mechanika takéhoto hmotného kontinua je me-
chenikou kontinua. Mechanika kontinua patri medzi technické vedné ndban;:_
Jej &pecidlne discipliny sd napr.: Tedris pruZnosti, Teoris plasticity,

Teoria viskoelasticity a viskoplasticity, Mechanika tekutin, Termodynamiks
a8 iné zdvialé deje.

Mechanika kontinua nachddza &iroké aplikdcie na problémy Ffyzikédlneho sveta,
PretoZe kontinuum je matematickou abstrakeiou akutnﬁnéhu,avﬁta, otdzka apli-
kdcie zdvief od uréitych predpokladov. Konkrétnejsie, pretoZe hmota je uva-
invgnd v modernej fyzike ako Htruktiura elementdrnych #astic, nemffeme sto-
toZnovat tuto Zasticu s hmotnym bodom kontinua. Ak vodu uvaZujeme ako 5trul-
tiru elementdrnych gastic, potom voda nie je kontinuum. Ak choeme defino~
vat hustotu vody v zmysle podanej definfcie, naraz{me na tatkosti, ked di-
menzia podpriestoru BIII bude redukovand ne priemer atomu. Pntnﬁ, ak Rﬁ a
R.+1 %2 118ia o neutron, potom pomer M /V, sa 1i5ia o koneZny rozdiel od
pomeru M, ,/v_ .. Ak sa Eastica navySe pohybuje, limite M /V_ bud neexistu-
Je, alebo zédvisf od Zasu a polohy v priestore. Aby sme sa vyhli tejto situ-
deii, uvaZujme pomer Hﬁf?n takto: Nech Hn Je etdle men3{ a men3{, ale zo-
stdva taky velky, aby obsahoval stdle velky polet elementdrnych fastic. Ak
pri .zachovani tohto obmedzenia md pomer th?n konednd limitu Brpys putnm,

h————_
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Q(p) je hustota hmoty. Inymi slovami, koredpondujic e redlnym materidlom,
definujeme matematické kontinuum, ktoré md rovnakd hustotu v zmysle pred-
chddzajicich dvah. V d8sledku toho analyza mechaniky konkrétneho materidlu
mb%e byt zalofend na matematickom modele.

Tieto obmedzenia nespdsobuji v praxi velké problémy. Molekuldrny rozmer vo-
dy je okolo 1 A {1-‘.}'E cm), potom ak rieSime Ulohu & tefdcou vodou v potru-
bi, v ktorom nikdy nepripustime rozmery menSie ako 10™6 cm, mbZeme tuto vo=-

du povafovat za kontinuum. Stredny rozmer molekuly vzduchu je Ex1ﬂ'E cm,

potom ak uvaZujeme prudenie vzduchu okeclo lietadla, mbéZeme vzduch pﬁklaﬂaf
28 kontinuum. Cervenéd krvinky maji rozmer okolo 5.5*1ﬂ'4 cm, potom mbZeme
nadu krv pokladat za kontinuum, ak sa zmoberdme pridenim krvi v artériédch

priemeru povedzme 0,5 cm.

Koncept materidlneho kontinua je matematickou ideslizdciou redlneho sveta

n je mplikovatelny na problémy v ktorjch jémnnuf Struktiry mbZe by?¢ zaned-
band. Je teda ﬁriatupum makroskopickjm. Ked nds tdto jemnd Htruktura zeuji-
ma, musime sa vr4tit k fyzike elementérnych &astic (mikroskopicky pristup)
n Statistickej mechanike. Dialektické spojenie kontinua a elementdrnych
taatic ndm pomdha porozumiet fyzikdlnemu svetu ako celku. Napriklad v opti-
ke skimame svetlo raz ako elementdrne Zastice a inokedy ako elektromagne-

tickéd vlnenie.

Kedie kontinuum je abstrakciou velkého mnoZstva elementdrnych Zastic, cie-
Yom mechaniky kontinua je popisat pohyb (elebo v Specidlnom pripade rovno-
véhu) tychto &astfc v priestore a fase v zdvislosti od vdetkych sil, ktoré
tento pohyb (resp. rovnovédhu) ovplyvnuji. V priebehu vjvoja sa vyvinuli
rdzne metody a postupy mechaniky kontinua. NajzdkladnejSie delenie tychto
metod je:

a) Specidlne metody,
b) vieobecné metody.

Specidlne matﬁgg_sﬁ zamerané na vyrieSenie toho-ktorého inﬂividpﬁlﬁahn prob-
1ému. Takyto pristup je atraktivay, vedecky a inZiniersky. Vela novych ve- .
deckych poznatkov sa dosiahlo touto metodou. Univerzdlnejdia je vdak meto-
da vieobecnd. Popisuje cell oblast problémov systémom rovnic, ktoré sa po-
tom zjednodudujdcimi predpokladmi a okrajovymi a pofiato¥nymi podmienkami
aplikujd na konkrétne \lohy. Obidva pristupy majd svoje vyhody a nevghody,
a preto treba pri volbe ich pouZitia vychddzat z konkrétneho riedeného prob-

1émua.

Obidve tieto metody m&Zu byt:

- experimentdlne,
- analytické,
- numerické.
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V poslednom Zase, najmi s rozvojom vypoftovej techniky, dochddza k &iroké-
mu uplatneniu metod numerickych ako napr.: Hatﬁﬂy kone&nych elementov, Ma-

tédj integrélnych rovnie, Metody kone&nyech diferencif, Metody siet{ a infch. -

Prédve tieto matédy vyZedujdi postavenie matematického modelu, ktory by mal
o najpresnejiie odr&za+ cbjektivou realitu.

Vo vedeckovyskumnej #innosti prirodnych a technickych vied ss Siroko pouff-
vajui rozne modely. Dejiny vied by ani nebolo moZné popisat bez po jmov ako
dokonale tuhé teleso, nestlafitelnd kvapalina, nedelitelny atEm, pruZné si=-
lodiary, planetérny systém ﬂt&mnv, alebo bez dualizmu vlna-Zastica. Aj na
samotného &loveka sa v 18, storo&{ nazeralo ako na jemny hodinkovy mecha-
nizmus, 19. storofie ho povaiovalo za tepelng stroj, 20. storofie vidf v riom
samo¢inny poita¥. Pre prerazenie bariér v procese intelektudlneho napredo-
vania zohrali tekéto modely rozhodujdicu dlohu a podporovali Iudsky mozog v
predstaven{ si nepredstavitelného. Boli to napr.: model éteru v teorij po=-
Ia Faradaya a Maxwella, korpuskuldrny model v atomovej hypotéze Daltona a
Boltzmanna, vlnovy model v nézornej kvantovej mechenike Broglieho a Schro-
dingera, alebo dvojité Bpirdla v molekuldrnej genetike Cricka a Watsona.
Dnedné vedeckéd rozmy3Yanie, zbehlé v abstrekcidch, #asto siasha pe rfznych
enalogidch - naprfklad ked hovorime o zakrivengch priestoroch, ... .

Cielom vyskumnika Je, aby kvantitat{vne predpovedal nédsledné sprévanie jed=-
noduchfch modelov, pridom jednoduchost modeluy Jje pofadovand moZnostou Jeho
pochopenia a popisania existujlicim matematickym apardtom, ako aj ndrokmi na

vyriedienie postavenych metematickych vztahov.

UZ v priebehu ¥tudia, v procese pripravy na vedecko- vyskumnd &innost tre-
-ba 8i uvedomit, Ze jednotlivé vyudované predmety hovoria o tom istom mate=
ridlnom svete, st modelemi jedného materidlneho sveta, sd teda zrkadlovym
odrazom sveta podla réznych hladisk. Neli%ia sa v odzrkadlent réznych ob=-
Jektov, ale v prvom rade v spbsobe odzrkadlenia. Toto ném umazﬁuje, aby sme

0 objektoch selektivnym pozorovanim ziskali vyerpdvajice p&mnatky.

Ked sa v urditom pripade modely relatfvne dobre zhodujui s objekt{vnou rea-

litou, ich predpovede budd viZSinou pravdivé. Takyto udspedny model sa mbie

vieobecne zamenit s objektivnou realitou, &o vedie k dogmatizmu. Pojmy eu-

klidovskej geometrie, geocentrického sveta, statického univerza, alaktrﬁnu-
vej dréhy alebo nemennosti rodov boli iaké presved®ivé, Ze na ich prekona-

nie sa musela vynaloZit obrovské energia. Modely sice pouZivame s obXubou,

opierame sa o ne v rdznych vetéch a prikladoch, avdak absolutizovat ich ne-
smieme, :

Univerzum, ale potencidlne i Jadinj atom, mé naknnaﬁnj stupen vornosti. Po-
&et neutronov v Tudskom mozgu je v3ak konelny. Takto obmedzenym Tudakym
mozgom, alebo samclinnym po¥ftaZom sme schopni zohladnit len knnaﬁnjfpnﬁat
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zmien. Na popieanie nevyferpatelného materidlneho sveta pouZivame modely,
ktoré sa gmestia do pofita¥a alebo do mozgu.

Pofet pouffvanych modelov narastd, menia sa a vyv{jajd. Vyberajie ich a ob-
wienajde mbZeme v podstate vysvetlit kaZdy skumany prirodny jav.

Semozrejme, jedinym objekti{vnym kritériom pravdivosti takto doeiahnutych
vy¥sledkov_ je spolofenskd prax.




2. Tenzory

2.1 KARTEZSKE TENZORY

Pod tenzormi budeme rozumiet Fyzik4lne velidiny, ktoré pri transformdcii su-
radnicového systému podliehajd ur¥itym transformadnym z&knnuﬁ,'n kfnrﬂﬂh sa
sm;anina podrobnejsie v daldfch kapitoléch. Ked pbdjde Specidlne o tr#uarur-
méciu kartézskeho sdradnicového systému natodenim, budeme hovorit o kartéz-
skych tenzoroch. Kv6li jednoduchosti budeme v dalZom pouZivat nédzov ;tansu-
: ryf, pritom budeme mn# na mysli tenzory kartézske. Véeobecnymi tenzormi sa

v tychto skriptéch pre nedostatok miesta zapberat nebudeme.

Rozli3ujeme tenzory rézneho stupna (r4du): tenzorom nultého_stupna budeme
oznatovat skaldry. Vektory, ktorymi sa budeme zaoherat v samostatnej kapi-
tole, budeme nazyvat tenzormi prvého_stupna. Dyédy, fyzikdlne veliZiny ak;
napr: tenzor nap#tia (odtial pochéddza pojem “"tenzor"), buﬁama nazyvat ten-
zormi druhého stupna. Tenzory méZu byt vieobecne stupna n-tého. Dydda

resp. tenzor 2. stupna, mbie byt opisany ako matica (3,3) (tri rindk; tri
atipual. Elementom takto zoradene j &iselnej schémy hnv#riﬁa-kumpunantr’
(zloZky) tenzora. VyuZi jeme mo¥nost zdpisu tenzora ako matice, a budeme no=
tom & nim nardbat podla pravidiel maticového poltu, &o je najm¥ pre in%i-
niera vhodny spfsob operdcie s tenzormi. | '

.2+2 SUMAGNE PRAVIDLO

V delSom opise l&tky budeme pouZivat nasledujuice oznafenie: MnoZina n-pre-
mennych X4, ..., X, bude oznalené ako X901 =1, 2, vav, n. Ked bude napi-
aané.jednnduﬁhu X;» platf to pre vSetky premenné x 3 Xoy sesy X o Velkost
? musi byt viZdy urdend, obvykld cesta je piént i l 1,22, ..:i E. Symbol i
Je indexom. Index mb%e vystupovat v polohe dolnej alebo hornej, & to na Ya-

vej alebo pravej strane prisludného oznafenia -sledovane j velifiny. Napr.

B
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Hyatdm zdpisu, pri ktorom sa pouZiji indexy, nazyvame indicidlnym (indexo-
yanym) zdpisom. Indexovany zdpis znadne 2zjednoduduje pisanie matematickjch
v luhoy, ulah®aje vykonanie niektorych operdcii s nimi a umofnuje jedno-
dunhinle a ryehlejdie naprogramovanie potrebnych algoritmov pre samofinny

|:u|n": L.

Mynin jme rovnieu roviny v trojrozmernom priestore, vztahovand na pravouhly

mildzoky siradnicovy systém s osami x,, X5y %3

a,X; * 8%, + 83Xy = p (2.2=1)
Wle . 8 P si kondtanty. Tdito rovnicu mbéZeme pisat v tvare
3
;E; 8;X; = P _ (2.2=2)
i=1
rovedenim sumédcie podla Einsteina pifeme Jjednoducho

mndnd konvencia je takdto: Opakovanie indexu vo vyraze bude oznafovat

at [tunie podYa tohto indexu cez celd jeho velkost. Velkost indexu je mnoZi-
nn n-celych ¥1sel 1 a% n. Inymi slovami, nebudeme sumdciu vyzndlovat zna-

ki 1vn ﬁi, ale gi- ju jednoducho myslime urobend podla kaZdého indexu, ktory

an vyakytuje v jednom &lene dvakrédt. Ak sa vo vynimo&nych pripadoch, na-
piriok opakujicim indexom nebude sumédcia vykondvat, zndzornime to indexom

v whitvorke, alebo osobitne pripojime poznémku. Napr,:

E{i}“i alebo Ei“i (bez sumdcie)

Index, podla ktorého robime suméciu, nazyvame indexom sumalnym (s&itacim).
fninxy, cez ktoré sumi:ia neprebieha, nazjvame volnymi indexami. Sumalné

initnky mo¥no v priebehu vypodtu volne premendvat (nepr.: k, 1, m, ess)e PO-
uiitie suma®ného pravidla ilustrujeme na nasledujicich prikladoch.

Hvafu jme jadhutkuvﬁ vektor” ¥ v trojrozmernom euklidovskom priestore s pra-
vouhlymi kertézskymi sdradnicami x, y a z. Definujeme smerové kosinusy '

o¢y = cos( ¥,x), %, = cos( V,y), #y = coalV,z)

e ( V,x) oznaduje uhol medzi y a osou x, atd. ...
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MnoZina &isiel ;s (i.=1, 2, 3) reprezentuje zlofky jednotkového 1uktn£n
v siradnicovyeh vsiach, Skuto&nost, Ze d1%ka vektora Je Jjednotkovéd

2 2 42 '
(ecg)c + Enr:z} + {n=3} = 1 | (2.2-4)
alebo jednoduch#ie
Ky Gy = 1 (2.2-5)

Ako del¥iu ilustréeiu uvafujme linedrny element so zloZkami ﬁx, dy; dz
v trojrozmernom euklidovskom priestore. Stvorec df%ky linedrneho elementu
éa . . . )

(38)2 = (ax)2 + (ay)? + (d2)? (2.2-6)
Definujeme

dx1.= dx, dx, = dy, dxy = dz - (242-T)
a

511 =0y, = 533 = 1, Sij =0 prei#j (2.2-8)

potom mbZeme (2.2-6) pisat akal

2 ¢ .

8 tym, e i & j sa meni od 1 po 3. Symbol 515. dﬂfinuvénj podYa (2.2-8),
nazyvame "Kroneckerova delta", .

Balej ur&ime hodnotu determinantu

811 853 8y

EE'I .22 HE.} = H11EEE"33 + 5215325.13 + see [EF-E-TG}

%31 832 833

Ak ozna&ime vBeobecny Z#len determinantu “iJ a cely datﬁrminant ako la f,
potom méZeme (2.2-10) pisat w tvare ) . . 1J

f

I“ij ".Eratér1aazat3 (2.2=11)

;

- LR ]
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ke 8 je tzv. permutaZny symbol & je definovany rovnicami

rat
®111 % ®222 = 9333 < ®192 T €113 = -00 =0

'ﬂ‘zj = 3231 L ﬂj.:g — 1 {2-2'12}

€339 = =1

%132 T %213
Inymi alovami, 0 sy je nulové, ak hodnota niektorjch dvoch indexov je rov-
nnkds % ik =1, ek i, j, k st pdrnou permutdciou &fisel 1, 2, 3; a ;s = =1
vo vBetkjch ostatnych pripadoch (ak i, j, k sl nepdrnou permutdciou gisal_

Ir :111- 3}'

kroneckerova delta a permutany symbol ed velmi d6leZité velifiny a budeme
n nich eSte osobitne hovorit. ' : -

Nukoniec zavedme suma&né pravidlo do diferenZnych vztahov. Nech F(x,, X5
i vy In] je funkcia n-premennjych Xqy Xy ssey X Pre jej diferencidl mbZe-

moy pisat

or

ﬂ:i ;

(2.2-13)

Bi = f,i zndzornuje parcidlnu derivéciu funkecie f{xj]

(finrka vo vjraze H—I
podl'a i-tej premennej.

2.} TRANSFORMACIA SURADNTC

yuinjme, kv8li jednoduchosti, v rovine kartézske siradnicové systémy

O(x,y) a 0*(%,y). Ak sdradnicovy systém 0*(x,y) dostaneme posunutim O(x,y)
boz zmeny orientécie, potom tito trensformdciu siradnfc nazjveme "translé-
oiou" (posunutfm). Ak po¥iatok sdraduicového systému zostdve nezmeneny, a
nové osi x' & y' dostaneme natolenim 08i x a y o uhol 8, potom takdto
Lronsformdciu nazyveme "natolenie" -adradnic. Je zrejmé, Ze vSeobecnd trans-.
rormécia kartézskeho siradnicového systému pozostdva z transldcie a natole-
nle (rotéeie) sdreadnicového systému. My sa budeme dalej zaoberat len takou
lrunaformédcion stradnicového systému, ktord sa deje natofenim siradnic.




o el

Rech bod P md siradnice (x,y), (x*,y") v ntafum1 resp. v novom stiradnico-
~ vom systéme. Potom (vid obr. 2.1)

PC =y" cos ©
CD = y* sin @ = AB

sin @ = AC

=
o)
]
.

CB = x'" cos ©

Y
—

Obr. 2.1 :
Rotdcia (natofenie) suradnicovéhe systému

X = 0B - AB = x’ ¢cos © - Y' 8in 8

_ (2.3-1)
Yy =x" 3ain @ + y* cos ® '
a8 pre &iarkované sdradnice mdme
X’ = x cos @ +y 8in €
(2.3-2)

¥ ==-x98in @ + y coas @

Aby sme mnhli poufit sumalné pravidlo, Xy, X, nshradime x, y -a x4, x} za-
menime za x?, y', -

Potom transformdciu sdradnic natofenim bude reprezentovat sdstava rﬂﬁnic

I{ =(\Hi‘.j I.j il = 1.. -I?] . {2-3-3}

g = b ¥

- 15 =
kde a; ;5 si ¥lenmi 3tvorcovej matice {uij} e ;}
851 845 cos & sin @ __,?
ay, EEE -gin & cos @

Inverzny vwztah k [2.3-3& bude

lkle a,,, v zhode & (2.3-1), je elementom j-tého riadku a i-tého stipca ma-
Lice {aij}. Tuje i

{a” 859 cos ® =-gin @
: {Hji} = I = ' i {2-3-5]’
\512 850 sin © coa &
Jo transponovanou maticou {aijl,
- [ﬂ*i} = (Hi‘j]T {2!3_7}

J

Nu druhej strane, z hladiska riedenia systému linedrnych rovnic, matica
Enii] v (2.,3-5) musf{ sa chépat ako inverznéd matica k matici taij}, teje:

(a5;) = (ag )7 | I (2.3-8)

"orovnanim (2.3-7) a (2.3-8) dostaneme zdkladnd vlastnost transforma&nej
motice fai-}. ktord definuje natofenie pravouhlého, kartézskeho suradnico-
vého systému a hovori, Ze transponovand transformaZnd matica sa rovnd jej

inverznému tvaru

(a7 = (857" dl - | gy

'ransformalnd matica (855)y 3, § =1, 2, 3, «vsy 0, ktord spina rovnicu
(2.3-9), sa nazyva ortogondlnou maticou. Transformécia sdradnfc sa nazjva
ortogondlnou, ak zodpovedajica transformaind matica je ortogondlna. Matica
(2.3-4), definujlica natoZenie pravouhlého sdradnicového systému, je ortogo-
nflna a teda transformdcia naetolenim tohto systému je ortogondlnou trans-
formdciou. Pre ortogondlnu maticu méme

Cagy) (a7 = (ay5) (a3 )77 = (§; ) (2.3-10)
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kﬂd Eij je Kroneckerova delta. Po rozpisani {E.j-iﬂ] dostaneme

coa @ sin © cos @ =sin ©
-5in ® cos @ sin ® cou 2
cﬁugﬁ+ﬂiuzﬁ -c08@ain®+sin@cos@ 1 0
= ’ = —
-8in@cos®+cos@sin® ¢¢azﬂ+uin25 0 1
a a a a EE *EE 8 a +5 a
11 12 1 21 11 512 11721 712722
& a \a a A..8,.,+8..8 a2, +a2
21 22 12 22 21711 722712 21 "22
Porovnanim s (Eij) dostaneme
811811782282 8118217812822 10) /81 by
851891%85,89p 85485478558, 0 1 6,1 85
resp. pre zloZfky Kroneckerovej delty bude platif'
811 = 8398y *+ a8y,
812 = 811851 * 8358
59 = 821811 T #22%12 , atd. ...,
a vieobecne
835 = 3k B3k = By Bj - (2.3-11)

Revnice (2.3-3) a (2.3-5) sa daji roz3irit uﬁ trojdimenziondlny priestor,
t.j. bude platit ' "

Ii = Eji x? .
(i =1,2,3) ' (2.3=12)
x{ = Eij IJ

Urobime teraz v3eobecnyi transformdciu sdradnic. Nech.x;, i =1, 2, 3 ad ou
radnice bodu v p8vodnom siiradnicovom systéme. Nech je dand transformécia
tychto sdradnic do nového suradnicového systému so stradnicami

T A T e R

i.
!
i
l
i
i
:
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x{ y i=1,2,13
(2.3-13)
x} = f{r1,12,33]
Inverznd transformdcia bude
x; = g(x),x3,x3) | | (2.3=-14)

Aby tAto transformécia bola v nejakej oblasti R jednoznalné, t.j. aby urdi-

Léma bodu [x{, :é, xi} prislichal jediny bod {x1, X5 :3} a naopak, musi
platit: - .

n) funkcia fi Je Jjednoducho spojitd v&{tane jej prvej derivédcie v nejakej
oblasti R;

h) Jacobiho determinant (Jacobian), J =
oblasti R, t.j.

¥
EEEI nie je nulovy v kaZdom bode

ﬂxq' Px! Ox!

i‘rx.] '-E:E f.'-::3

ﬁxé Exé ﬁxé

J = - 20 (2.3=15)
311 ﬁxz ﬁxj : ,
531 312 ﬂxj

Tronsformdeia sdradnie, apiﬁajﬁca obidve tieto podmienky, sa nazyva "pri-

puntnd" transformdeia. Ak je Jacobian pozitfivny (J > 0), potom pravotoZivy
mirndnicovy systém je transformovany tieZ na pravotofivy systém, a.takito

trnnsforndciu nazfveme "vlastnd™ trensformdcia. Ak je Jacobian zdporny
{J <0), hovorime o transformdcii "nevlastnej". -

Niupriklad pre transformdciu sdradnfc natofenim je Jacobian transformécie

: ﬁ:{ E{H;.K ) ' :
= e = 1 E =
J o, ——E;E-é- I’ij [ 1 {2f3'1§]

V tychto skriptdch budeme uvaZovat transformdcie pripustné a vlastné, Ta-

i kou zrejme je podla (2.3-16) aj transformécia natolenim pravouhlého kartéz-

nknho sdradnicového systému,
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2.4 VEKTORY

V sivislosti s naznalenou predstavou, v uvode ku kartézskym tenzorom, bude-
me vektory povaZovat za Specidlne tenzory, menovite tenzory stupna prvého.

Definicifi pojmu vektor je niekolko. NajjednoduchSia z nich hovor{, Ze vek=-

tor je orientovand uselka, ktord md urfend svoju velkos¥ a smer. My budeme

vektory definovat z hXadiska ich transformaZnych vlastnnati._ﬂmnaﬁqnia vek-
torov je moZné tymito troma najddleZitejsimi spSsobmi:

a) symbolicky
pomocou pismen n1ﬁkturaj starde] uhanady, alebo hrubo vytlaZenych 'pis-
men (napr.: A, A. u, 1, .

b) énalytinky
pomocou indexovaného zdpisu (napr.: Ay =1, 2, 3),
pomocou matic (napr.: riadkové matiaa A = [A1,A2,53}, stipcovéd mati-
Cly ses)}

¢) v zloZkovom tvare
(napr.:- A = Ajeq + Ao, + A3 3}, prifom jednotkovy vektor € i=1,2,3
s1d%i ako bdzovy vekt&r. a 51, As, A3 sd zloZkami vektora An

VSetky tieto moZnosti zndzornenia, ktoré sd zauifvané pre vektory, moZno
pouZit aj pre tenzory. Pri tenzoroch vySieho stupna ako druhého nemoZno
pnuii# maticovy zdpis, ale ostatné moZnosti zdpisu ostani zachované. |

Vektor A vystupuje aku zoradend trojica &fsel, vlastne ako truaiaa jeho
zloZiek Ay i=1,2,3. Chceme ukéznf Ze navySe sa vyznafuje transforma¥-
nym zikunﬁn, ktorému podliehajui jeho komponenty. Ako uZ bolo spominané, ob-
medzime sa len na transformdciu kertézskeho stiradnicového ayatému natofe~
nim. (Po&iatok p&vodného & natodeného siradnicového systému je zhodny.)
Okrem toho, kv8li jednoduchosti, budeme uvafovat rovinny pripad (obr. 2.2).

Z obr. 2.2 sa d4 odfftat vzdjomny vztah medzi zloXkami vektorow A; a Al,
ktoré dostaneme z pofiatofného siradnicového systému x; natofenim o uhol p

duxl
A1 = A co8 o

AE = A 8in
(2#4"‘1]

"
Sl
|

A cos(et- @) = A (cos&cos p+sinasing) =

= Ajcos ¢ + Azﬁuaiﬂﬂn- ?)
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A sin(«~ ¢) = A (sinxcos ¢-cosxsing) =

=
(%L
]

Ajco8 & - A,sin ¢ = ﬂ1un=[9G°-?} * Acos ¢

Obr. 2.2
Tranasformdcia zloZiek vektora

Pri odvodenf vztahov (2.4-1) bola pouitd vzdjomnd sdivislost medzi gonio-
metrickymi Ffunkciami '

s T T

sin ¢ = cos(90° - ¢)
{2-4"2} .

- sin ¢ = cos(90° + @)

PR . oy i

' 7ovedme oznadenie
I [

i .
' 84 = cosa( ?;:J] (2.4-3)

ktoré uddva kosinus uhla, vytvoreného medzi natoenou ocsou x{ a pbvodnymi
miradnicami X 5o Potom na zdklade obr. 2.3 mBZeme pisat

cos ¢ = ¢ns{§¥7i1} = 844
¢0s(90°- 9) = a,,

{EI4-4}
cos8(90°+ @) = 8,4

cos ¢ = a5,

Vo vztahoch (2.4-3), resp. (2.4-4) sa prv} index vztahuje na &iarkovend sid-
radnicu @ druhy index sa vztahuje na pdvodnd (nediarkovanid) sdradnicu.




ﬂhr; 2-3
Enézurnqni& uhlového natolenia

S vyuZitim (2.4-4) mbZeme (2.4-1) pfsat v tvare

Aj
ks

ZovSeobecnime

A

—

o ==

S Hyph =gty

85941

+ a

{2-4‘51

tito dlohu na priestorovy vektor Ay i=1,2,3 ana priesto-
rovy kartézsky slradnicovy systém (x;, 1 = 1,2, 3 - povodny, xI, i = 1,2,3 -
- natodeny), a dnatanama '

-

= ﬂ11ﬁ1 + H1Eﬁ2 + E?jﬂj

= 85,4 + ay,A, + 323A3 | o (2.4=6)

= 831Ay * a3ph; * ay3hy

V zmysle kapitoly 2.1.1 mbZeme (2.4-6) zapisat skrdtene

1
A

a poufitim sumafného pravidla

rth;

5=

E Rt

i=1,2,3 - (2.4-7)

i=1,2,3 (2.4-8)
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5 (2.4-8) sme vlastne na3li platny trensforma&ny zédkon pre kartézske vekto-.
'Y »

I're dplnost treba vyrieSit rovnicu (2.4-8) aj pre velifiny bez Eiaﬁiy, Aj.

To sa mbZe urobit spbsobom, ako pri linedrnom systéme algebraickych rovnic.
My to urobime xaiadenimlurﬁitéhn formalizmu (v zhode s kapitolou 2.2, pre-

lofe se d4 dokézat, Ze pri transformdcii sdradnicového systému natofenim sa
trojica sdradnic transformuje ako vektor; X! = 8; 5%, dx! = a; de], e na-
hraodime v (2.4-8) velidiny bez &iarky veliinami s &iarkou a naupak. Tak

doataneme 2 Ai Jednoducho Ay y AJ prejde na aJ a z

Pt
83 = coa[x{.xji

bhude

| cua[fgj;%] = nua(xa,xil = a.. {2-4-9}

Ji
IR AR e T
(7 obre 2.3 je zrejmé, %e (x},x,) .= (x,,x}), (‘%*I ) = [IE’I )y s++) To zna-
mond, Ze pre koeficienty systému rovnic znamend tento prechod zémenu pora- -
dim indexov. Potom z (2.4-8) dostaneme

' g '
Ay =-8454y i=1,2,3 | (2.4-10)

tliarkované zloZky vektora su homogénnymi linedrnymi Ffunkeciami ziniiek vek-
tora nediarkovanych & naopak. :

Vetahy (2.4~8) a (2.4~10) stanovuji transforma¥né.vztehy pre kartézske ten-
rory prvého stupna.

'omocou tychto transformafnych zdkonov definujeme vektory nasledovne:

Voktory sd usporiadané trojice &fsel so zlnikaml A, 1= 1,2,3 vzhladom na
hartézsky sdradnicovy systém X i=1,2,3a s komponentmi A', i=1,2,3
vzhl'adom nu natoleny systém :{, i=1,2,3, pridom medzi zlnikami A; a A
plat{ transformaZny zdkon {(2.4-8) a {E 4-10). Vektorovy charakter najakeg
nloimenej veli¥iny, zedanej troma sdradnicovymi zlofkami, sa dokd%e préve
nxistenciou transformalnych zédkonov (2.4-8) a (2.4-10). Ak zadané zloZky
noaplnajd tieto transformainé zékony, skimand velidina nie je vektorom.

lvaZujme gradient skaldrnej funkcie F. Symbolické oznafenie Je

grad £ = Vr - (2.4-11)
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resp. analyticky
or
ox, oo G i=123 (2.4=1

i

Vyraz (2.4-11) .jé trojica &{siel ('Q-L, E—-, of_ a V je symbolické ozr
¢enie Nabla - operdtora. 2 3

Chceme dokdzat, e (2.4-11) je vektor. Za tfm Gd¥elom predpokladajme, Ze v
natofenom siradnicovom systéme x! bude grad f analyticky zadany ako

or

E;E'. is= 1,2,3 (2.4-13

PodTa retazcového pravidla diferencidlneho po&tu bude

9f ?f 9x! Bf dx! BFf Bx?
= 1 + 2 + --1 . [2_4,14

Ox;  Oxj 8x; Ox} Ox; ©x3 Bx,

@ poufitim sumainého pravidla méme

8F  9r Bx} | | :
E (2.4=-15
ﬁ:i .ﬁIE 3xi :

priZom zrejme plat{ rovrost x; = :i{x;.:ijxi}, resp. x} = 11{11'12'13]'
Pre né3 pripad ‘ '

X} = 8 5, i=1,2,3 e (2.4-16,

Z (2.4-15) ﬂqatan&ma

ﬂx{ Dxt
-—= = a, . resp. .. : A=17
ﬁxj i3 sp x, = a4 | (2 4.1T

a po dosadeni do (2.4-15) dostenems

of ar '
S — =
ax, 1 ox (2.4-18)
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hovnica {2.4-18) predstavuje transformany zékon pre trojicu %5— « VzhTadom

nn to VE je viacej ako usporiadanéd trojica, je to vektor. Tﬁtulskutnﬁnnnﬂ
mofno s vyhodou vyuZit pri nardbani s tymto operdtorom.

Mrodpokladdme, Ze &itatel je dobre obozndmeny so zdkladmi vekturuvéﬁa poZtu,
proto tu uvedieme len krdtky prehlad vektorovej analyzy. -

i velitory sa sebe rovnajd, ak majd rovnaky smer a velkost. Jednotkovym
vektorom je vektor, ktorého velkost (absolutna hodnota) sa rovnéd jednej. Nu-
lovy vektor oznafeny ako 0 je vektor s veTlkostou rovnou nule. Absolidtnu
hivlnotu vektora 8 pofiatkom v bode A & s koncom v bode B oznadime iﬁﬁw.

sitet dvoch vektorov je inf vektor dany "paralellogramovym" zékonom, %o mb- -
—_—  —k  =re

*ome pl{sat napriklad ako AB + BC = AC. Vektorovy sifet je komutativny a aso-

vintivoy. .

Vynfizobenim vektora Zislom dostaneme iny vektor. Ak k Jje kladné redlne
ffolo, ka reprezentuje vektor majici rovnek¥ smer ako vektor & a k-ndsobnd
nhaolitnu hodnotu. Ak je k negativne, ka je vektor, ktorého absolitna hod-
notn je k krdt vEdSia a ktorého smer je opaZny k smeru vektora a. Ak k=0,
mime 08 = 0 = nulovy vektor.

Howxdiel vektorov mbZeme definovat
a=>b=a+ (-b)

At ¥, j, k sd jednotkové vektory v smere klsdngch osf x, y, z, dé sa doké4-
will, %o kaXdy vektor v priestore mffe byt vyjedreny ako linedrna kombindcia
', J @ K. Ak koncové body daného vektora U maji sdradnice (x,,y,,z¢) & {:2,1
V.i:%5), mbieme pisat

u = (xE-x1}f + (32—31}3 + [52-21]E = u:{ +#33 + uzf

bl U, u nazyvame zloZkami vektora uv amare'f. E. k. Absoldtna hod-

y' Uz
nota 3] je potom

|a ] = P{_E + ui + ug

prigom U = 0, ako u, = u, =u, =0

¢

knlérny si¥in vektorov u & ¥V, oznaleny u.V, je definovany vztahom

&7 =167 cos B 0 € <0,%&>
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kda @ Jje uhol medzi zadanymi vektormi. Skaldrny sd®in nédm reprezentuje El

&in absolitnej hodnoty jedného vektora a zloZky druhéhn vektora. v smere vel
tora prvého. Ak

V=vi+v]+vik
pn£am skaldrny sifin tychto vektorov moZno vyjadrit v zloZkovom tvare
UV = v, +ugvy - u,v,
reap. v zmyale sumalného prajidla
.V = u£vi

i=1,2,3

Zatial %o akalﬁrny si&in dvoch vektorov je akalédr, vaktornvjm sifinom dvoch

vektorov U a v je vektor w, a budeme pisat W =@ x 7. Absolitna hodnota |w!

Je definovanéd ako
_Iil=iEI|FlainE 0 € <0, >

kde © Jje uhol medzi 0 a ¥, a amar w je kolmy na rovinu urdend vektormi a

a Vv e tym, Ze vektory u, Vv a w tvoria prEVDtﬂE11? aystém. Vektorovy nﬁﬁln
splna nasledujice reldcie:

QXV==(7xu)

uxX(v.Ww) =UXV+uxw
uxu=03
ixi=Jxj=kxk=0
TxJ=k Jxk=1, ExT=]
ki x V=ux kv = k(i x ¥7)

Pbuii;dn tieto zdvislosti, moZno vektorovy au&in vr;adriﬂ v zdvislosti od
viktnrn?fch zloZiek .

uxveEs(uv =uv)i+ {uzvx - qxvzia +

y'z = U2y {UI?I - uv, )k

alebo symbolicky

=1
]

<
]
bF
o
c

—

fm s s

R T

S R e o i )
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CloYom vektorovej analyzy je zaviest oznafenie (hrubotla¥ené pismend, alebo-

nymboly so Sipkami), ktoré poukazuje na geometricky a fyzikdlny vjznem sym-~

holov a vyjadruje fyzikélnu alebo geometrickd realitu rovnicou, ktord je ne-
#ivisld od pozorovatela. Napriklad, sk méme Zasticu, na ktord plsobia eily
(') F{E} veny F{“}, potom podmienka rovnovédhy pre tdto Zasticu bude

fD L@ L) g

Tojto rovnici hovorime vektorovd rovnica. Tidto rovnicu netreba Jalea rozvi-
Jnt, ak nﬁﬂ pripadne nezaujimajud alﬁiky Jjednotlivych sfl. '

Nnpriek fumm, Ze vektorové rovnice sd velmi elegantné, nie vZdy sa pf5u v
.nkomto tvare, ale sa napfi3u v analytickom (zloZkovom) tvéare. Ak si zvolime
veloZny sdradnicovy systém O-xyz, podmienku rovnovéhy s{l méZeme napfsat

oo

> 9 o

i=1 j=1 i=1

Wilo Fii}, Fii} a F;i} si zloZkami vektora f‘i] vzhladom na zvoleny sirad-
nicovy systém.

I'voo sa niekedy uprednostnuje analytickd Forma =zdpisu? My chceme vyJjadrit
ryzikdlne veli¥iny pomocou Zfsel. Aby sme BZpecifikovali silu F, je obvyklé
J definovat troma zloZkami Fx’ Fy’ F,. V praktickych vypo&toch sa preto
npnlytickéd forma zdpisu rovnie ovela &astejiie pouZiva,

‘. DYADY A TENZORY VY35IEHO STUPHNA,
7ZAKLADNE OPERACIE S TENZORMI

Y dyddami (resp. tenzormi druhého ﬂtupﬁa} gsa nepr. stretneme, ked tvorime
dyndicky (vektorovy) si¥in dvoch vektorov. Na vod predpokladajme, %e vek=-
tory u; a v; spojime navzdjom dyadicky, t.j. podla maticového po¥tu

u, | fugvy Ug¥, UyVq

: u3 ﬂ371 u]vz u3v3
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#iZe vpravo stojacd maticu. Ozna&me jej elementy ako
= 9iv; ' (2.5-2]
o mbZeme symbolicky zapisat

PodTa predpokladu s u; @ v; vektory. K6%eme preto pre ne puuilf transfor-
ma¥ny zdkon (2.4-7), tﬂkiﬂ z (2.5-2) dostaneme

Y35 T ®kiUk%13% = ag0p v (2.5-3)
v ghnde 8 (2.5-2) mb%eme v natofenom siradnicovonm systéme pisat

ugvi = thy | (2.5-4)
Po zohYadneni (2.4-4) vo vztahu {2.5-3}.duatanama transforma&nd rovnicu

ti5 = Bi® st . (245-5)
Otofenim postupu méme

tij = 25485t | (2.5-6)

Teraz vidime, Ze symbolom T oznadené a dyadickym si®inom vytvorené zobra=-

zenie nie je len usporiadanou maticou (3x3), ale uapurladand ¢1iselnd schém
ktord zobrazuje tenzor druhého rddu. Pre kartézske tEnsury v trojrozmernom
priestore stanovime nagledujlicu definfciu.

EEEdI si pomocou (3x3) matice znﬁzurniterné, usporiadané Eisalné schémy s
9 elementmi. Tie majd vzhladom na pdvodny kartézsky -sdiradnicovy systérs
X;, i = 1,2,3 komponenty ts i3 i,j = 1,2,3, a vzhladom na nato¥eny sdradmicc
vy} systém x;, i = 1,2,3 komponenty t}., i,j = 1;2,3, prifom medzi t. ij ®
platia transfﬂrmaﬁné vztahy (2.5-5), rﬂﬂp- (?.5-6).
Je vidiet, Ze tﬂl = upv] Jje linedrnou homogénnou funkciou deviatich neXiar-
kovanjch veli&{fn tj5 = u; iVje Zéroven si viimnime, #e na pravej strane rov-
nice (2.5-6) méme aﬁ61n dvoch smerovych kosfnusov, a dalej, %e pri transfor
méecii Je uk 1 Jednym celkom, t »j» stdle je vo forme sdZinu jednej zloZky
vektora u, a jednej zloZky vektora Vy+ VSimnime si e3te, Ze 1ndexy veligZin
tlj sa vzfahujﬁ k dvom osiam tej istej suradnicove j sistavy. Naproti tomu
smerové kosfnusy a;:, i ked ich pffeme s dvoma indexami, nie s¥ zlo¥kami

tenzora druhého atupna, lebo ich indexy sa vztahujd k osiam dvoch réznych
stiradnicovych sdstav. g
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To viak v tychto skriptdch bude jedind vynimka, Ze velifina oznalend dvoma
indexami nie je tenzorom druhého stupna.

llyAdy budeme symbolicky nznaﬁn?at.aku T, pomocou matinq ako-

11 P2 H3f

t t

22 23

'31 Y32 33

n nnalyticky pomocou indexovaného zépisu t; . "Ela' Ty ijr eee e Obdobnym spbd=-
#ubom definujeme tenzory vyS3ieho atupna, tzv. polyédy. Velifinédm tijk...n’
Julinovenym v urditom bode trojrozmerného priestoru, ktorych je 3% a majd
n - indexew i, j, k, ... n, v3eobecne hovorime zloZky tenzora n-tého stupna
(nlebo jednoducho tenzory n-tého rddu), ak pri ortogondlnej transformdcii

miradnic sa transformuji podla zdkona

¥
tijkeeon = ®0i%pi%k***®nn'opg...n

{215"?}
t:ll..jk-li oIl = ﬂiﬂn,jpakq' I'.a]ll'l.t CPd...0n
Napriklad pre tengzor Stvrtého rddu mdme
tijkl = 8 quaqk ltnpqr
(2.5-8)

t{jkl E EILiaajpakqalrtnpqr
Vo vSeobecnosti mé tenzor 3tvriého rédu 3% = 81 nezévislych glniiag.

Afikladnyml operdciami tenzorového poltu su zlulovanie, ndsobenie a ziuZenie.

“Intovat mbieme len tenzory rovnakého stupna. Vjsledkom zlﬁﬁani? je tenzor
lulio istého stupna. Ak sd Aijk a E&jk tenzormi tretieho atgpnu, potom

Cie = A5 * Bysk |
(2.5-9)

Disk = Aiqx ~ Bijx
LI -
pritomn Eijk a ﬂijk sd tieZ tenzormi tretieho stupna.

Ninobenim dvoch tenzﬂrnv dostaneme tenzor, ktorého atuPEn sa rovnéd si¥tu
alnpnov obidvoch tenzorov.
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UvaZujme tenzor druhého a tretieho stupna Ay ; & Byyp+ Pre ich transformée:
plati '

] = |
Aj ij T ®%in®jpnp Beim = ®r®s%ntPrst

Vz4 jomnym vjnﬁsuhenim vietkych zloZiek obidvoch tenzorov duatanama 37 vel:
&in Aij Boim® Ich transforma&ny zdkon je

P @ -
Aijﬂklm - Einajpakralaamtﬂnpﬂrgt : (2.5=1(
Z (2.5-10) vidiet, %e velifiny

Cijiam = A jBram | (2.5-1
sd zlofkemi tenzora piateho rddu.

Dalsou d8lezitou operdciou je gzlZenie tenzora. Majme tenzor 3tvrtého stupr
Tijkl' V &iarkovanom systéme platf

] - -
ijkl = %in®jn®kr®1sTmars (2.5-12
PoloZme ter&a.ruvnuaf indexov k = j a urobme sumdciu cez index j. V nalej
symbolike to znamend pisat j miesto k. Potom dostaneme

5\
Tijjl - aimajngﬁralaTmnra = Himanrals mnrs

= 85,8 49 Tonrs - % m®1sTns - (2.5=13
prifom sme vyuZili vlastnosti Kroneckerove j daltjxpri JjeJj aplikdcii na ten
ZOT Eanmnru =T o

Z tohto postupu vidiet, Ze Tijjl 88 spréva ako tenzor druhého stupna. Pre-

toZe pbvodny stupen tenzura bel 4, zni{%il sa tersz na 2.
Dperﬁnii pri ktorej poloZime dva indexy sebe rovné a podla nich s&itame,
nazj?ame zd¥enfim tenzora. Sdhrnna mbfeme povedat, EE ziZenin zniﬁlmu stu-

pen tenzora o 2 stupne.

Ako vidime zo ziZeného tenzora (2.5-13), stupen tenzora urduje poZet: vol-

nych indexov. SE{tacie indexy, ktoré sa vyskytuju vidy dvakrét, neovplyvnu

Jd stupen tenzora. 0dtial plynie naprfkled, Ze tenzory

T3s5k511 » By jkSj11 o Pik

e

-I-'_
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sd rézne tenzory rovnakého stupna (v nadom pripade druhého). Ak majd mat
rovnice fyzikdlny vyznem, musia byt rozmerove sprdvne, t.Jj. rozmer vietkych
dlenov na obidvoch strandch rovnice musi byt rovnaky. Tdto poZisdavka nédm
potom dovoluje stanovit rozmer veliliny, ktord novo zavddzeme. Podobne je

" to 8 indexami v tenzorovej rovnici. Po vynechani suma&njch indexov musia

byt ostatné (volné) indexy rovnaké v celej rovnioci, lebo tym méme zarulené,
%o uvafovand rovnica ostane platnd i vo vletkych transformovanjch adstavdch.

| V rovnici (2.5-13) sme aplikovali tenzor & na tenzor T. Pre jednoduchost
' uvnZujme vektory 4 & EJ’ ako aj tenzor druhého rddu ti y 8 uwa!ujmﬂ ich
. npojenie vo forme tanzuruuéhu ali¢inu

Gy = %y 4A; | (2.5-14)

i Vo vztahu (2.5=14) tenzor ti pbesobl na vektor Aj a vytvdra novy vektor Cie

nymbolicky zapisené méme

Ta=¢

| Vghladom na vlastnosti Kroneckerovej delty mbZeme potom pisat

§A= A

: prifom je tu jasne vidiet jednotkovd, alebo tieZ substitu¥nd vliastnost ten-
R 5, ktorého aplikdciou na vektor A dostaneme ten isty vektor. Dé sa u-
" wAzot, Ze. tenzor je linedrnym operdtorom, pretoZe spina c¢bidve podmienky

T(A+B)=TA +TB
[215_15} .

TinA) =mTA

| hlord ad charakt&natmké pre linedrne operdtory. Pritom sd A a B vekto~

ry o m je skaldr.

Tarnz ukédZeme, %e prostrednictvom operdcie TA dosteneme novy vektor C.
l'm#ljeme pritom indexovany zépie, prifom rozpiSeme pravd stranu (2.5-14)

| pomocou transforma&nych vztahov pre valiﬁlny v &iarkovanom sdradnicovom

¢ Hynléme

' ' r o,

o viak, Ze ﬂljamj = Elm’ takfe potom mbZeme pisat

_ IR LY |
Ci = a0y utin Ay = By tenhn
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Po =uhruﬁneni t;mﬂa = Ei. dostaneme nakoniec -

- T
Ci = aiCy

¢o predstavuje transforma&ny zékon pre vektory. Na Tavej atrﬁnn (2.5=14)

etoji skutofne vektor, t.j. pfsobenim operdtora T na vektor A ame dostaeli
opit vektor, konkrétne vektor C. V dal3om postupe tejto kapitoly odpovieme
na otézku,- sko dokdZeme, alebo zistime, &i nami skimend velifina md tenzo-

rovy charakter.

Nech je dand rovnica
Xixhe = By | (2.5-16)

kde A, @ B; sl zloZkami dvoch vektorov. Méme rozhodnut, &i X;, Jje tenzorom.

0O tenzorovom charaktere vSak rozhodujui predtym definované transformsfné z4-
kony. V &iarkovanom sdradnicovom systéme mbZeme pisat . -

!".' - | " . ' . I.
TransformaZny zékon pre B; mé tvar

B = agB | | (2.5-18)

-

" Nahradme B, vyrazom Elﬁnm,.ktbrf plynie z rovnice {2-5-15}, e tieZ nech
Ay = & Ay. Po dosadenf do (2.5-18) méme

Ei =.Eilx1nﬂm = Eilakmxlnﬁi
fnldnaadeni do (2.5=17) duatan;mg
.xikﬁi = ail“kﬁ#lmﬁi
ﬁﬂ ﬁﬁiamﬁ tihﬂ.napiﬁnﬂ v tvare -
(Kl = agym Xy A = 0

Vzhladom na to, Ze zlotky vektora Ay mbZeme povaiovat za Iubovolné, musf

_byt o

- :
Xix = 81%pX1n

il

e

%

- 31 =

#v jo vliastne transformafny zdkon pre tenzor druhého stupna Pravidlo, kto-
rym dokazujeme -tenzorovy charakter nejakej veliZiny, nazyvame Quocientové
jrovidlo.

e —— —

/.. DERIVACIA TENZOROV:

'lvntugme v trojrozmernom euklidovskom priestore oblast, v ktorej Je defino-
vand skaldrna veli&ina F, t.j. takd fyzikdlna veliina, Ze kaZdému bodu ob-
lanti je priradend urfitéd jej hodnota. Mé%e to byt napr. téplnta, putanciél,'
vvs « VeliZina £ bude zrejme funkeiou siradnic x; uvaZovaného bodu P, t.j.
e g ). Ked si zvolfme ind sdradnicovd sistavu, bude f funkciou novych
mnilrndnte x& toho istého bodu, ele hodnota skaldrnej funkcie ostdvas nezmene-
na, L.j.

f{:i} - f{xj} ) (2.6-1)

Ak an vztahuje platnost tejto rovnice na kaidy bod uvaZovanej oblasti, nagy-
vamo lunkciu F(x;) skaldrnou funkciou polohy a oblast, na ktord sa vztahuje,
giulirnym polom. Ked nejak4 veli¥ine nezdvis{ od zmeny vztainého sdradnico-
védho nystému, hovorime, Ze je velidinou invariantnou. Skaldr je teda inva-
plantnd veli&ina. ' o

¥ viantnoati skaldrnej funkcie polohy f(x;) nds zaujime tenzorovy charakter
Je) pevyeh derivdeii podla sdradnfc. V kapitole 2.4 c=me dokdzali, Ze

of ar . R { :
——— = B,, == = gra = VF 2.6-2
ox, J* ox}
1-
ntw Jo len usporiadand trojica, ale je tenzorom prvého stupna, ¢iZe vektorom,

kturi tie? nazyvame gradientom funkcie F£. Operdtor V= (9,i; i = 1,2,3) je
b#v. Nabla operdtor a je operdtorom linedrnym. Ak veliZina, ktord ndm popi-
mije vinstnosti pola vektorom {(napr. rychlost prﬁdenia kvapaliny, «..), hovo-
#lme o vektorovej funkeii polohy a vektorovom poli. Tri zloZky vektorovej
funkelo, ktoré oznafime u;, sd funkciami polohy, t.J. u; = ui[rj}. Podobne,
8o v pripade skaldrnej funkcie, aj tu nds budd zaujimat prvé parcidlne de- |
vidcio zloziek vektorovej funkcie podYa sdradnfc a ich transforma&né vliast-

fhantl,

Mool ¢, je konStantny vektor v celom obore, kde je definované u;. Utvorme te-
L i

Fn nknlArnue funkciu £ = u,C.. Jej uUplny diferencidl bude tieZ. skaldrom
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2
df = — [uici}dxj

ﬁ:ﬂ:j

Vzhladom na to, Ze C; Je konitantou, potom

i = g ( )
— e i xj . 216-3
ﬁrj .

Ak viak mé byt aj pravéd strana rovnice (2.6-3) skalérom, musf{ byt uy 3 ten=
zorom, lebo C; a ﬂIj s vektory. '

Tento vysledok mbBZeme doastat aj priamo trﬂnafnrmﬁﬂiuu vfrazu u; .. Budeme
pritom vychéddzat zo vztahu v &iarkovanej sdradnicovej sustave ui 31 ale u!
musi byt vyjadrené ako funkcia siradnic ne&iarkovanych. E&Hia.u{‘uﬁ zlofka=
wi vektora, v zmysle transformalného zékona bude u} = e;,u,, & pre jeho de-
rivdciu plati

ﬁu{ ] ? 311 (i)
——— r ] = e ] — & — - . ™ —
513 = ul.J xl {Elkuk] axa = EikEJl %Ii Elkaﬂluk,l {E ﬁ 4}

Eﬂnaﬁnf vyraz v (2.6=-4) je znﬁﬁy transformadny Eafah pre tenzory druhého

stupna (vyuZili sme, %e ak Xy = a;xt , potom HEL = &, ). VBimnime si zau-
5 J ﬂ ﬁ,x 1 ,Jl :
J

jimavy jav, ktory vyplyva z rovnic (2.6-3) a (2.6-4). Z prvej rovnice je

_arqjmé, Ze derivécia skaldrnej funkcie podla siradnice je zloZkou vektora,

8 z druhej, Ze derivédcia zloZky vektorovej funkcie podla adiradnice je zloZ-
kou tenzora druhého stupna. Toto pravidlo plati vZeobecne, t.j. derivéciou
kartézskeho tenzora podla stradnic sa jeho stupen o jednotku zvy3i. Analy-
ticky zap{isané '

OTijkl..on _ ¢
B ijkl.-¢nﬂ
o
: B, du. .
ZiZenim tenzora B L na - L dostaneme vyraz, ktory zodpovedd skalérnemu suli-
X X; - .
1

nu dvoch vektorov. Je to skaldr a nazyvame ho divergencia u (oznalenie
div u). Skaldrny cherakter potvrdime tak, Ze dokdZeme jeho invariantnost

Bu, - %u/ du?!  Bu! -Bu!
div ﬁ. = ——— = akiali _u..! - Ekl _E- = —:!‘- = -—.E {2-6“5}
Oxy Bxf. oxf A O

S
e,
o
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% (2.6=5) vidiet, %e divergencia ment pole vektorové na pole skaldrne

divitu.i=(ﬂ_ll_1+3‘:.2.+ﬂ
1s 8%, Bx, Bxy

Ak vektor u je gradientom nejekého skaldru, t.j. ak

e ﬂr{x1,x2,:ll
Bxy
jrat om
iy erad £ 2 (M) %F A
iv gred [ = —- ] = = Af (2.6-6)
. a:i axi ﬂ:iazi ;
ke
An 32 (az 32 92 ]
. = -~ o+ + 2ab=
LT\ e T e T

~ |s Luplaceov operdtor.v kartézskych suradniciach.

_ Bu. . .
' Tak isto ako sme definovali vyraz 5;¥ ziZenim uy 3 ktory zodpovedd skeldr-
' . X, ’
e g L .

~ nemn oGZinu dvoch vektorov, mbZeme definovat diferencidlnu operdciu analo-
. glokd s vektorovym sd¥inom dvoch vektorov, ktorych vysledkom je znovu vek-

tor. Tito operdeiu nezyvame rotédcia a oznafujeme ju rot u.

Pre 1-td zloZku, ktord oznaXime rntiﬁ, méme

_ 9
I‘ﬂtiu = Eijk azk; . I{EI’E-"B}

. Nupr. pre i = 2 z (2.6-8) dosteneme

al.‘.l .
- k - -

. Wohl'odnenim vlastnostf permuta&ného symbolu po konefnej Uprave dostaneme

 du, @
rntzﬁ = 1 _ -3 Uy 4 = Uy -
‘. 313 ﬁxt ’ ’
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Operdciu rotdcia vektora u mbZeme tie% pfsat v tvare determinantu

i J Kk

- _ % 9 ?
_{ﬂru}=rntu= : =
: E:1 ﬂ:z ﬂxl .

u1 UE u3

= i{us'z - 1.12.3} + ]{u-!,j I u3’1] + kl:ulz..l- - u-l'.E}‘

v ktorom i, j, k sd jednotkové vektory v smere siradnicovych osi Xy, 121,23

0dtial méme

- Ouy du,
rnt1u = E;;-- 5;; = “3,2 - uE,J

rﬂtzu - 111’3 - u3l1
rotyu - Y2,1 7 ™,2

Aplikdciou operdcie divergencie ne rot u dostaneme

: 3 du 82
| ﬂli _ &:j ﬂxiﬂxj

= aijkpk.ij.' 0 (E-ﬁ“g}

lebo ek zamenfme indexy i a j, vyraz ui Tha na:manf'{zé-prudpuklaﬂu
spojitych druhych derivdcii vektorovej funiﬂiq uk], ale aijk zmeni gnamien-
ko {ﬂijk = - Ejik}’ &o v kone¥nom d8sledku spdsobi vyrulenie vietkyjch nenu-

~ lovych &lenov. -

Pﬁdﬂhhﬂ, ak je u = grad f, dosadenim do (2.6-8) dostaneme

- { } 3 (ar) a%r 5690
rot.u = rot. .Ergﬁ ) = 8.4y ——| —= |= 8 =0 2
- i i ijk ijk :
ﬂxj. B:k anﬂIk

pre ka%dé: i z rovnakého dbvodu ako v (2.6-9). .
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#Averom uvedme, %e derivovanim tenzora podTa skalérnej premennej zostdva ten-
- Aorovy charakter derivovanej velidiny nezmeneny. Vietky derivdcie u tenzorov
;Iunrima obvyklym sp8sobom, ako pri derivovani obyZajnej skaldrnej funkcie.

?u |nbulke 2.7 je uvedené oznalenie pre najiastejsie pouZfvané operdcie ska-
| Ihrmoho a vektorového pola. -

) Tabulka 2.1
Symbolické oznaZenie Indexovany zépis ftup.
ENZ.
v, v | (vektor) | v, 1
:'\"' . = -|_ 1 | |
U.v, A= 0.V (skal.sd&in) o ow 0
W U xV, w=axv {?ekt.aﬁﬁiq} Wy =ey 5l sV 1
yral £= VE (gradient skal.pola) B .,y 1
- o ’
ox;
L v,
grad W (gradient vektora) -t =y, 5
' G 1,3
J
o ov.
dlv v = V. V¥’ (divergencia vekt) —= =y, . 0
a:' J-’.l "
1
il VW = Vx ¥ (rotdeci kt ) ﬁ?k )
. | cle vektora eiak E;— *ijk“k,; 1
. d /Bv 3° |
V' V. V.VV= V¥ (Laplacetv op.)| — )1 . Vi s -1
dx; \dx, 8x, dx, J)ii

?f¢? (MISOVA VETA

'Ako vota mA pre vela uvah v oblasti mechaniky kontinua fundamentélny vj-
fikm, (nusova veta, zndma tieZ pod nédzvom Greenov teorém, premiena ubjhmnvf
ftsgrdl no plo3ny a nacpak. '
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UvaZujme konvexnu oblast v trojrozmernom sdradnicovom systéme & objemom V-
a 8 povrchom S, ktory sa skladd z kone&ného poétu &asti povrchov, na kto-
rych vonkaj8ie normdly tvoria spojité vektorové pole (ako je tomu napr. na
obr. 2.4). Taklto oblast nazjvame reguldrnou oblastou.

Obr. 2.4
Gausova veta

Dalej, nech funkcia A{x1,12,x3}'je definovand vo vonlitri objemu V ako aj na
pevrchu S. UvaZujme nhjﬁmu?f integrdl ’

JJ o i

Integrantom Jje parcidlna derivdcia A{xi} podTa x,. Po 1ntagrﬁc11 vzhladom
na x4 pozdlz priameho elementu L dostaneme

DA A* |
J' —_— g d:2¢x3 = Lr[aja" dxadxj.n
v

ox
L s

L
kde A* a A®¥ sud hodnoty funkcie A na povrchu dS na Yavej a pravej strene
segmentu L rovnobeZne s osou Xx;. Flo3ny integrédl na pravej strane rovnice
(2.7-1) sa a4 uprﬂuiﬂ nasledujicim spbsobom. Faktory +4dx dI] -d:2ﬂ13 ad
projekeie pléch as® a ds** knnuuv segmentu do rﬂ?lny “213' Nech V= {?1. E’

JTEAF - A"]d:zdxj - v (2.T=1
S
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| Je jednotkovy vaktur vV smere vnnkajﬁej normdly plochy 5. Pre element padrn
® 0. 2.4 plati, Ze r1 = cos(x,, ¥ *) Je pozitivne a P1 = cnu{xT, y**) je
?fm;utivne. V tomto pripade potom bude dxzdxj = ¥ dSF na pravej a -dx,.dx

i - PH“dS!“ na Yavej strane segmentu L. Potom mﬂiame pisat 273 "

H (A%ax, 0y = A™ax,0x,) = j[ (A% yjas® + A** yPas™)  (2.7-2)

f I'v vynechan{ znakov pre dvojity integrdl mfZ¥eme (2.7-2) skrétens Pf#ﬂf
;j A v,dS, Podobnym zohladnenim ravej strany (2.7-1) dostaneme
L ,

Y
-—d‘fuj.ﬁ N E
Bx1

S

v

ido AV a dS ozna¥ujd elementérne &asti z V a S.

uvhoobecnenim tohto postupu dostaneme Gausovu vetu

8x
v 1 5

DA : '

— Y = JA ;45 | (2.7-3)
mTﬁtn vota platf pre kaZdud kovexni regulérnu oblast, alebo pre. oblast, kturd |
:ﬂﬂluﬂ rozdelit na konefny potet konvexnych reguldrnych oblastf.

“llyn?u jne teraz tenzorové pole Aoq .. e ﬁeth oblast V 8 povrchom S je defi-
;Hlﬂu#m oborom Ajkl « Nech kaZzdd zloZka A ;kl Jje spojito diferencovatel-.
F_m'l vo V. Potom rﬂvnica (2.7=3) je aplikovateIn# na kazdd zloZku tenzora

? . :
ﬁ: -ﬁ.jkl..‘nd? = j Vs Aakl..-nds . .- {E.T-4}
v ? 3

o jeden z velmi &astych teorémov pouZfvanfch v aplikovanej matematike.

n“ Itln:utﬁra ‘moZno sa s nim atratnﬁf g roznym pomenovanim podla jeho jednnt-
Llvgun sutorov:

= Libygrronge (r. 1762);
o (r. 1813);
Urean (r. 1828);
Oatrogradskij (r. 1831).
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Najznéme jSie ndzvy sd vBak Gaussova alebo Greenova veta. Teraz si ukéZems -
niekolko aplikécii, pripadne rézne tvary Caussovej vety

a) Nech v; je vektor. Potom v zhode s (2.7-4) mdZeme priradit Ay = Vs, @

éu-- 4av = J vy V448 (2.7=5)
X3 :

Ak preznatime siradnice x;, i = 1,2,3nax, y, 2 av;, i =1,2,3nauy, v,
W, smery normély Vi i=1,2,3nal, my, n, potom (2.7-5) dostaneme v.tvare

Bu dv  Dw ' ' _ |
J}* — + = % == | dxdydz = JTF{Iu + niv + nw)ds (2.7-6)
dx Oy 9=z :
"il’ i o 4 5 L. o —
aiv ¥ | V.5
ov. _ C e
Zohladnenim, Ze 5-5 =divv a vi'ﬂi je skaldrny si&in v. Y, dostaneme
X .
i
Gaussovu vetu v inom populdrnom tvare
jdiv 7 av = ji‘.-?as (2.7-7)
v S C -

" (2.7=7) a (2.7-6) sd najzndme jS8ie tvary Gaussovej #aty-

b) Ak A predstavuje potencidlnu Ffunkeiu ®, potom Gaussova veta md obvykly
tvar '

nga $ av = Jrfas

v S

e) Ak °; 3k je permata®ny tenzor, potom

I“i.ik“k,.‘ld'v = %k j“k,j‘“’ = 4 5k f“k V4as = f“ijx“k V443
v v S S
VzhYadom na oznadenie v tabulke 2.1 mb8Zeme ﬁaléj symbolicky pisat

Jmtﬁd?= J"F:-:ﬁ'ds.
v

S
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#.f T7ZOTROPICKE TENZORY

Medwl lenzormi existuji také, ktoré si invarientné k zmene vztaZného sdrad-
fploovdho systému. Nech v pofiatofnom siraednicovom eystéme md napr. tenzor
iretioho stupna zloiky tijk a v natofenom tijk‘ Ak ik © tijk’ potom t5 ik
J» ivotropickym tenzorom. Z izotropickych tenzorov sa najlastejdie pouZiva-
M & a e tenzory, ktoré sme v kapitole 2.1 pomenovali Jednotkovym (sub-
a1 tufinym) tenzorom (tieZ Kroneckerova delta), resp. permutainym symbolom.
Yankor & je tenzorom druhého rédu a jeho elementy su Kroneckerove ajmbuly-

hi}' pre ktoré platf

S11 845 84 1 0 0
S =8 =] 8y 6y Sp3 /=0 10
811 85, 835 0 0 1

' dymbolicky budeme tento tenzor oznafovat §. Analyticky aﬁpiu.ja Sij' prifom

wiafmo dbat na to, &i Eij je Kroneckerov symbol ako zloZka tenzora alebo
tenvnr sdm. Ak napr. poloZime j = i, potom Sii = 1 ak i je nejaké pevné
A{mlo, povedzme i = 2, Ale ked Eii je mieneny ako tenzor, po pouZiti sumal-

.~ pidho pravidla dostaneme

855 = 8y + 8y, + 835 =3

. Ked & - tenzor aplikujeme ako linedrny operdtor na vektor A, dostaneme

Eijﬂj = A | :{2.541}-

Aitv o vliastne vektor sdm. Napriklad pre i = 1 médme
TéLo okuto¥nost viedla k pomenovaniu tohto tenzora jednotkovym alebo substi-

tufnym.
3 - __
G'r..j_ = ﬂ;taé,E@: ;.!L::?rj;-'r_: 5:;

ik

V kupitole 2.3 sme ukdzali, Ze
- L
Sij ® fk%k T ki%%§ T 555

pretote ak aij ad ﬁlany trﬁﬁarnrnﬁﬁnad matice pri natofeni .sdradnicového
iyatdmu, potom
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] o ,
_Eij = Bix®5k T 84k ;15k1

&o je transformalny zdékon pre tenzory druhého rddu. Pritom sme vyuZili vi
nost tenzora eko linedrneho operdtora, t.j.

835k < sklajl

Rovnost EiJ = SEJ potvrdzuje izotropickd vlastnost substituZného tenzora

Druhym, pre vypodty velai ddleZitym tenzorom, je e - tenzor. ia tanﬁurnm
tretieho stupna, teda tridda, ako sa tieZ zvykne hovorit tenzorom tretiel
stupna, a je atnnU?anf

-

, ked sa dva indexy zhodu jd,
+1, kt& s indexy parnymi permutdciami &fsel

"3k | 1, k ; Jﬁ g drnyni e
- ed si indexy nepédrnym ermutdcia -
' ¥lsel 1,2,3 0 7 P tami

Teraz dokéZeme, e skutone ide o tenzor. Za tym cieYom musime ukédzat, Ze
'Eijk 8a sprdva podla trensformainych zédkonov

°lik © %1%50%kn®1mn
) [E IB-
%5k T ®1i%3%0k%imn

_Fuzpiaanim vyrazu ﬁilujmaknalmn_pummuuu_auma&néhq pravidla dostaneme

81 B> 843

%11%n%kn®1mn = | 851 %52 853 | T 8418583 * 8598583 *+ .

k1 B2 3
Pre tento determinant plat{, ¥e pri dvoch rovnakych &islach, t.j. ked dve
z indexov i,j,k sd rovnaké, je rovny nule, pre i,Jj,k ako pdrne permutdcie

1,2,3 predstavuje tranafnrmﬂﬁnﬁ maticu a je rovny 1, pri nepﬁrnych permat
cidch meni svoje znamienko a je rovny =-1. V désledku toho mbéieme pisat

811 82 843

%11%5m%%n®1an = | 2j1 %52 %33 | T ik
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YahiI'ndom na izotropickd vlastnost &5k T E{Jk mbZeme v konefnom d8sledku
{aall

8318 j0%n®1mn = ef i
o millas{ 8 tranaformalnym zdkonom (2.8-3).

# lonzor slu¥i okrem iného tieZ na analytické vyjedrenie vektorového su¥i-
B dvoch vektorov AJ a B,

C; = e 5hsBy . | | fz.a-dﬁ
w v totoZné so symbolickym zdpisom vak?nfuvéha siZinu
¢= Ax ﬁ
'valin teraz dokdzat, Ze na lavej strane rovnice (2.8-4) je vektor. PouZitim

LivmnnMrormaényeh vztahov pre vaktnry Aj = Hljﬂl y El = “mIEE dostaneme z pra-
Sa | olrony (2. 8-4}

_ ’ )
Ci = & 5kM5P% = @5 5k®1 541 %0k n

¥yndnohenim obidvoch strén tejto rovnice s a,; dostaneme po jednoduchej

Mprnve

- ¥ = ¥ ; -
Eﬂici - Ei jkaﬂial jamk &]_B 'allll m'ﬂlﬂm (2.8 5}

e
®nlm

;"hﬂ nmo vyrez (2.8-4) napisali pre &iarkované veliiny, dostali by sme

Cp = en1nhiBy (2.8-6)

b rounantn s (2,6-5) adas

a ;C; s {:I't (2.8=T).

Hfm rmo dokdzali, Ze ﬂi Jje vektorom.
L Fomovou tenzora e; ;, teraz vyjedrime zmieSeny siZin troch vektorov

: A B x €), UvaZujme vektory Aj a Di = Eijkﬂjck a spolu ich skaldrne vyné-
Il}hflnu, t.j. rozpiSeme A;D;

BiDy = A58 5xB3% = %1 5xPiBiCk




——
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Po sumdecii
°1jkAiBi%k = ©12341B03 * 9231458301 *+ 034543B,C)

932183800 T 9213458103 * 093541830 =

Ay Ay A
= P Bz By | = A4BpC3 % ;B304 + A3ByCp -
o, ¢, ©

%o je totoZny vysledok so zmieSanfm si&inom troch vektorov. Na zéklade toh
budeme pisat ]

M B 4
C; C, 0

Na zédver -bez dbkazu poukdZeme na d8leZity vztah medzi tenzormi & a- e,

Ich vzéjomnd sdivislost

® jx%iat = e gjaskt = 5jt5£s " (2.8-9

nazjveme e-0 identitou.

2.9 TRANSPONOVANE, SYMETRICKE A ANTISYMETRICKE TENZORY

i,

UvaZujme tenzor T = {tij}' Cheeme teraz maticu Etij] trensformoveat, t.j.
prejst k matici {tji}. Dé sa dokdzat, Ze tdto transporiovand matica je znov
tenzorom, - menovite T{T} = {tji]. Tenzor T‘zT:I nazyvame transponovanym k ta
zoru T. | '
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Kad nejaky tenzor T sa rovnd svojmu transponovenému tvaru, teda plati tij =
# i,,, nazjvame takyto tenzor symetrickym tenzorom. Ked vdak plati tiy =

fjl. takémuto tenzoru hovorime antisymetricky tenzor. Je logické, gn pre
untisymetricky tenzor sd jeho disgondlne zloZky nulové.

|

Fre lubovolny tenzor mbZeme pisat

1 o
tid = E(tij * tij = tji + t,ji} =

1 1
= E'Etid vty ]+ E-[tij - tjiJ . tigl + t{j“’ (2.9-1)

Vatluh (2.9-1) huvnri¥ fe ka¥dy tenzor méZeme rozpisat ako sufet jeho symet-

rloke) fasti tig} =5 {tij + tdi} a antisymetrickej Zasti ti;'] = % (tid -

= L) : '
J1

¥avedoné pojmy platia aj pre tenzory vySbieho rddu. Ak napr. plati, %e

TiJkl = Tjikl’ potom tenzor T je symetricky v indexoch i a j. Ak plati |
Tlel = "Tjikl' potom T je antisymetricky v indexoch i, j. D6leZitou vlast-
nogtou symetrického tenzora Jje, Ze jeho aymetrickost sa transformdciou za=
ahovdva, Aby sme tuto vlastnost dokdzali, uvafujme rovnost tid = tji.'?ﬁinr-
kovanom sdradnicovom systéme bude

] - r - i -
Y557 %5 % %t - %%t
= 85850 ~ 85185kt = B85ty ~ ) =0

Potom tij - t}i'= 0, resp. tsi = tid, ¢fm je tvrdenie o zachovani symetric-

konti tengzora dokdzend. Pri dokezovani sme premenovali s¥ftanie indexy k,1-
*1,k vo vatahu “jk’iltll = Hjlaiktlk’ o ném vdak vlastnosti indexované-.

ho wdpisu povol'ujd.

#uvedme teraz vektor &= - {téJd1 + t31BE * t12u31, ktorého zloZky pozostéd-

vajd z &lenov antisymetrického tenzora

0 t12 43

R B TR
3 TRy ¥

IR ol Jednotkové vektory, ktoré leiia v sdradnicovych oeiach. Déd sa dokd-
wat, Ze - o _ 3
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;?ﬂ =T 8k Yy (2.9-2)

za pomoci tohto vztsehu moZno dokézat zsujfmavd skutofnost:

Predpokladajme, %e antisymetricky tenzor ‘I!":'E":l aplikujeme na vektor A a dc
staneme vektor ﬁ Symbolicky zapisané

Ties) A= ¢

o analyticky znamend

{aalAJ = ¢,

ij {219"‘3}

Vzhladom na (2.9-2) mdZeme (2.9-3) prepisat na

a kedZe ® ji = @) j» DA zdver dostaneme

®ikj “ih; = C4 (2.9-4)

Porovnanim (2.9-4) s (2.8-4) vidime, %e (2.9-4) zodpovedd

wx A =C {2.9-5}
Ked symbolom &) ozna¥fme vektor untlaym-triekdhn tenzora T{“E}, mbZeme na

zéklade (2.9-4) povedat, Ze pﬂanbanla tenzora T{aa} ako operdtora na vektor
A mé%eme nahradit vektorovym sui¥inom jeho dudlneho vektora & s vektorom A

2.10 VLASTNE HODNOTY, VLASTNE VEKTORY, HLAVNE OSI,
INVARIANTY SYMETRICKEHO TENZORA

Predpokladajme pre jednoduchost symetricky tenzor druhého stupna a pofaduj-
me, aby sme pdsobenim tohto tenzora T ako operdtora na vektor A dostali

TA=AdA (2.10=1)

kde X je zatial neurﬁanj skaldr (faktor ﬁmurnuati) a- 3 je Krﬁnuqkarn?a
delta.
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iy ion (2.10-1) mbZeme uprovit na tzv. rovnicu_vlastného tvaru tenzora T:

(T = A0)A =0 (2.10-2)
i ke prew jdeme zo symbolického ne wnslytické zndzornenie, bude

fapue snvedme jednotkévy vektor

A

&= Tal

A .
= bbury md zloZky Fi = ol « Preto?e @ je jednotkovym vektorom, musi plstit

Vi Y%

- prsdalent (2.10-3) ubzoldtnoun hodnotou IA I, dostaneme

u”-}.ﬁij}:uj = 0 (2.10-5)

L (10 10-0) Je linedrnym algebraickym systémom rovnic na vypolet yh. Pretoie
F Ja htmogénny, pre jeho netrividlne riedenie mus{ platit, 3e determinant sds-
% favy nu rovnd nule, t.j.

b

det (ty - EE”} = 0 (2.10-6)
- Aty ‘13
t21 "‘22"?‘ t23 2L
t:ﬂ-)u..

1 t34 32

 imynten (2.10-6) nazyveme charakteristickou rovoicou symetrického tenzora.

~ lwavinutim determinantu dosteneme kubickd rovanicu

3 3 2 | -
| * AT LA+ LN =13 =0 (2.10-7)

Kuprene l{k}, k =1,2,3 tejto rovnice si hlevné hodnoty tenzora. Koeficien-
by Ty k= 17,2,3, v (2.10-7) sd invarianty tenzora, ktoré zachovévaji hodno-
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tu bez ohladu na voXbu sdradnicového systému, v ktorom sa tenzor pnpiauja;
So zloZkami tenzora tij edvisia nessledujicim spbsobom:

Ty = Yy
| . '

I3 =95 jkti1t 5203
Na ukéZku uvedieme invarianty tenzora v rozpisanom tvare:
Iy = %90 * %y * Y33

t

too o3 11 %12 33 '3
Izn: + +
t1p %33 thoy s tyy tqy
(2,10-9)
t1e Y2 P43
I3 =1 %57 ty ts;
t31 %2 t33

Vo vy¥razoch (2.10-B) ad v3etky indexy editacie, ide tu teda o skaldrne veli
giny. Td4to ich vlastnost hovori o ich invariantnosti (nezdvislosti) voii

zmene suradnicového systému. Preto ich nezyveme invariantami tenzora. Je ze
ujimevé si vdimndt, e I, vznikol zUfenim tenzora, ¥im sa jeho stupen zni-
3il o dva rddy. V nasSom Specidlnom pripade je to sifet diagondlnych zloZiek
Tento sdfet budeme nazyvat stopou tenzora a ozna¥ovat . T (v literatirs sa

stretneme s nemeckym oznadenim sﬁT - gspur, popripade & anglickym gpl ~ trace

Ak vyrieSime systém rovnic (2.10-6), a hlavné hodnoty tenzora h(t}, k=1,
2,3 u¥ poznéme, mbZeme ich postupne dosadzovat do (2.10-5) a odtial z rov-
nice

- -lﬁkﬁgij}.y(k] =0 | | | - (2.10-10

vypo&itat 1’3kJ.J = 1,2,3, priom plat{ y(K) ngj = 1. Pre kafdé uréité
'l{k} by sme dostali trojicu smerovych knsgnuauv 'ng!, J =1,2,3. Této tro
jica smerovjych kosinusov predstavuje vliastny smer tenzora. Ked budeme napro
ti tom ng} chdpet ako zlofky vektora, urfime tym Eéastnj vektor tenzora,
ktorého nositelka zodpovedd vlastnému smeru tenzora. .

-

Frotote mdme tri }Jk}, dostaneme tri vlastné smery, resp. vlastné vektory
lsnzore

v = ({0, yI0 () )

y(i"} - (-F'!:IE-]"-”;E},P;E}] .._._..'1[2}

V) e (p {3,y 30,500y e\

Fro nymetrické tenzory sd tieto navzdjom kolmé a tvoria tzv, hlavnj siradni-
Euyy oystém tenzora (HSS).

| Hlotodnime teraz vztaZny sireadnicovy systém s hlavnym suradnicovym systémom
banrorn tij' Hodnoty smerovych knainuapu pre jednotlivd }ﬁk], k=1,273,
. pitom budd

1
") FE ]=cn3{:§.:1]=1; Pé1]=uua{x1,:2}-ﬂ; F§1]=auu{:1,:3jrn;pru N

2) | |
w ¥l =0 SISER ;32 = 0 pre X2} (2.10-11)
o vi =0 53 =0 i 143 = pre A3

Iandenim (2.10-11) do (2.10-10) dostaneme napr. pre k = 1
& o at{tanf cez J

0
A - (2.10-12)

(tyy = ADE DD s, ¢ A, ) iV s =0

ipadenim za 1 = 1 do (2.10-12) dosataneme

tyy = AV

Ll |~ 2 a3 dostaneme t,, = O, resp. ty3 = O
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Podobnym splsobom pre k = 2 a 3 dostaneme

|
22

' b21 =53 =0

' '31 T %32 =0

Pre tento mvlﬁﬁtny pripad bude mat maticovéd rurmi tenzora tij tvar

.1F1} D n
[tij} = 0 }IE} 0
0 0 1{]}

Z uvaaunéhu vyplyva, %e v hlavnom s&radnznnvum systéme sa tenzor 44 vyjad-
rit pomocou diagondlnej matice, obsahujicej hlavné hodnoty Jﬂ }, k=1,2,]
Odtial plynie prakticky vjznam HSS, t.j. Ze zlofky tenzora T vzhladom na HS

"ad hlavnfmi hodnotami tan:ﬂra,'vy!tupuqdna v Jjeho charakturiutzunknj rovni-

ci {2&10‘5]

Vo vﬁanhacnum pripade, ked si vletky tri korene '}Fk}..k = 1,2,3, navzdjon
rozdielne, existujd len tri navzdjom kolmé hlavné osi tenzora. Ak rovnica
(2.10-6) mé koren dvojndsobny, v tomte pripade méme nekone¥ne velky poXet
hlavnfch sdradnicovjeh osi, prifom jedna z nich je osou symetrie (rotdecis).

‘Za HSS volime os rotdcie a Tubovolné dve navzdjom kolmé osi, ktoré a tretou

osou tvoria ﬁrtngunﬁlny pravotofivy elradnicovy systém. Ak ed vﬁetgy tri ko

. rene totoZné, potom Tubnvurnf ortogondlny pravotoZivy uyatéu moZno zvolit
. z8 HSS tena#rﬂ.

HSE nie je zéviulf od tranurnrm&cin uvaZovaného nﬁradniau?éhu ayntdmu, inva

rianty tenzora musia ostat rovnaké vo vietkych sdstavdch tranarnrmnvangnh 8
teda pre HSS musf platit charakteristickd rﬁvniua, resp.

bmh otz tyy |
t o tph ty [To o 2a0a)
31ty gy

| Pre HSS viak mdme t,, - "-.h"”',. ty, = M2, ty, = 2037 ty; = ﬂ'_'pz;; i# .

NELIEN

0

v

A(2)_ 1

0
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Bpnnden(m zloZiek tenzora do (2.10-13) dostaneme

ﬂ — 'D {2-10"‘14}

}FJ]_}

Huavadanfm determinantu (2.10=14) dostsneme kubiclku rovnicu

3

NS S A SR X

=0

pedfam pro Invarianty Jip 1 = 1,2,3, v HSS platt

] Jﬂ if‘&mﬂr

= ANy @2

1.o= w1 (2) 3 (3)

A, W2, ()

W2 2 (3) | (1) 4 (D) (2.10-15)

vzhladom na invariantneost, bude (2.10-9) toto?né s (2.10-15),

I, = U1 i

I, =4




3. Tenzor napitia

Stredobodom né3ho zdujmu v iejtn kapitole bude pojem "nap#itie". Prostrednic
tvom napitia sa v mechanike kontinua uréuje vzéjomné pbesobenie medzi jednot
livymi Zastemi hmotného telesa. Preto sa zmienime podrobnej3ie o tomto poj-
me, ako aj o metode jeho popisenia. UkéZeme, %e na jednoznafné urfenie naph
tostného atava v nejakom bode telesa postali devit zloZiek, ﬁ;zjvanjﬂh kom-~
ponentmi alebo tieZ zloZkami napltia. Tychto dev#t zlofiek mo%no zoradit do
matice tveru (3,3). Za predpokladu, fe momenty objemovyich s{l a momentové
nﬂpﬁtia neexistujd, matica napétia je ajmatrinkﬁ, to znamend, Ze tri dvoji-
ce zloZiek napltia sd sebe rovné, a na dplné popisanie napltostného stavu v
bode telesa postafuje Sest nezdvislych zloZiek napitia. Zmenou vztaZného st
radnicového systému sa menia aj hndnﬁty zlofiek nepltia. Vyjedrenim trans-
formaZného zdkona zmeny napfitia pri natoeni sidradnicového systému se ukéZe
Ze toto pravidlo je transformanjym vztahom platnym pre transforméciu tenzo-
rov. Na zédklade tohto zdkona mbieme tvrdit, Ze napHtie je tenzorovou velili
nou.

Ked je tenzor napiitia zndmy, moZno z neho urlit vektor napéitia. Vzdjomny
vztah medzi tenzorom a vektorom napitia ndm uddva Cauchyho formula.

3.1 POJEM NAPATIA

V mechanike &astic sa Studujd dva typy,vzdjomného pﬂnahanihlmedzi Jjednotli-
vymi &asticemi, a to pri zvE&Sovani a zmenSovan{ vzdialenosti medzi nimi.
Pri uvaZovani systému Zastic musi byt jednoznafne stanovené, ako jednu Zas-
ticu ovplyvnujd vietky ostatné Zastice.

Podobne v mechanike kontinua budeme skimat vzdjomné pbsobenie medzi jednot=-
livymi Castami telesa. Av3ak kontinuum je abstrakciou redlneho sveta, kto
rého maly objem obsahuje veIké mnoistvo Zastic, preto uf spominany koncept
pouZivany v mechanike elementdrnych Zastic hy nebol vhodny na jeho skimanie
Nov¥m postupom pri skdman{ kontinua je kondept napﬁt1a. U?niugmn matariﬁlna
kontinuum B, ktorého objem je V (obr. 3.1).

Vo vnuitri telesa B si predstavme jeho elementdrnu Zast #ﬁ'u povrchom S. My
chceme vyjadrit vzdjomné plsobenie medzi materidlom mimq S a gbsishnutymv S

o T, " | g
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¥V, 5
dv

=S

%, =123
s

Obr. 3.1

Materidlne knntiﬁuum

Fivioh telesa nech je v styku s inymi telesami, ktoré na ploche dotyku silo-
¥iu phoobia (tahy, tlaky a pod.). Sdstredend eily pf@sobiace v jednotlivyeh

Biavrolovyich bodoch mbZeme taktieZ zahrnit do tejto skupiny ako limitny pri-

jind n(l pésobiascich na mald plochu povrchu telesa. Prax nés presvediuje o

gi0om, %e toto silové pbsobenie z povrchu telesa sa prendia do jeho vnidtraj-
®Aka, No vybrany objemovy element s povrchom S budd vhnhaena pﬁaubit’ dva dru-

hy (1, a to sily objemové a sily plo3né.

Hjemové sily sd umerné hmote obsiahnutej v uvoZovanom elemente & plsobia

B Jodnotlivé elementy telesa. Tieto sily sd tak pre zmieneny elenent, ako

H] oolé teleso silami vonkajdimi. Ak objemové sily vztahujeme na jednotku

bjemu a oznalime K, ich zloZfky v kartézskom siradnicovom systéme . budd K;

?Flﬂ obr. 3.2). Na objemovy element 4V bude pésobit objemové sila (o Hlprad-
Pkl nddme, Ze je konefne velkd)

L Kdv {]-1-1}

%ilihu v zloZkovom tvare K;dV. Jednoduchym prikladom objemovej sily je mernd
‘tlan, v tomto pripade vaktnr K mieri zvisle dolu a jeho velkost je dand si-
[fifom hmoty dm a tiaXového zrfchlenia g. Za pbsobisko objemovej 8ily mbZe-

4@ volit Yubovolny bod elementu dV. Vo vSeobecnosti. ¥ zdvis{i od pulnhf

Blunontu dV v telese, takZe ju budeme povaZovat za funkciu sdradnfc bodu,
$ikolo ktorého je objemovy element vytvoreny.

BYinlaidnd objemovd sila pre hmotu obsishnutd v B sa bude rovnat objemovému
i fitegrdly

6= J Kav | | | (3.1-2)
v
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Obr. 3.2
Objemové sily-

Pre zlofky vyslednice objemovich sil bude platit

' v

Vysledny moment objemovych sil k nejakému bodu, ktorého polohovy vektor ji
i, bude

H{k] = ¥ x G {3-1-1

alebo po analytickom vyjadreni jeho zloZiek

Hgk} = Jraijkrjxkdv | (3.1-
v o i

kde Eijk je pa?gutaﬁnf symbol.,

Druhou skupinou sil pésobiacich na vybrany element sd sily ploSné. Tymito
eilami pbsobia ostatné hmotné body elastického telesa na hmotné body vo vn
ri uvatovaného elementu. To znamend, %e pre tento element su silami vonka,
Bimi, ale z hYadiska celého telesa su silami vondtornymi. O tychto silédch
predpokladdme, Ze pblsobia do vzdialenosti rédovo rovnakyfch, ako sd vzdials
nosti susednyeh hmotnych bodov. Tieto sily su teda obmedzené na dva susedr
hmotné body, ktoré sd prdve na opalnych strandch myslenej plochy oddelujuc
myslenf element. PloSnd sila AF, ktord pbsobi na plofny element AS (obi
3.3), bude tmernd jeho velkosti a vyjadruje vzdjomné silové pbsobenie na
plodke AS dvoch ast{ uveiovaného telesa. | -

- Bl -

Obr. 3-3 _
Plo3né sily

%31ﬂ #ie s, Ze podla zdkona akeie a reakecie je sila, ktorou pdsobi prvéd &ast
" w# deald, rovnako velkd, ale opadne orientovand, ne? sila, ktorou p8sobi

~ tvuhd dnal pa prvd. Zdlezi teraz na dohode, ktord silu budeme povalovat za
sl AF™) 2 ktord za zdpornd AF$™) ) pri vorbe postupujeme takto: AS
| nEdly |0 costou myslenej uzatvorenej plochy S, ktord vydeluje z telesa urdi-
ﬁ V¥ kBinetny objem. Potom smer vonkajSej normély F{# plodky AS povafujeme
% si Kladny o za kladnd silu £&Fi+} povafujeme td silu, ktoré pbsobi na ele-
f agnt A v vonkajSej strany, t.j. zo strany kladnej normély (obr. 3.4).

B

45

: obr. 1.4
4 Volba znamienka plodnych sil

~ ¥¢itom vo vieobecnosti smer vektora ploZnej sily nesplyve so smerom vonkaj-
f 85) normily a jej velkost zdvisi od polohy a velkosti plo3ky AS, ako aj od
E.qw'!niduiu jej normdly. Za predpokladu, %e AS sa bliZi k nule, potom pomer
f %ﬁé B L1023 ku konefnej limite géi y 8 Ze moment sil pésobiscich na plo3ke
C#ad Ky kntdéma bodu oblasti je v limite nulovy, potom pre limitny vektor md-

%iﬁgﬂ pid nntt
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dF . AR

= ———= lim —

A3 LHS—+0 AS

Tento limitny vektor sa nazjva vektorom naplitia a budeme pod nim rozumiet
gilu, ktord pbsobi na jednotkovd plodku, ktorej normdla je ¥ . Horny index
Y ném oznaduje smer normély ¥ uvaiovanej plodky AS. Predpokled, ktory je
definovany pre kaidd oblast & uzatvorenym povrchom S vo vnitri kontinua, Ze
vektorové pole napktia pBsobiace na materidl veo vndtri plochy S je protipo-
lom silového-plecbenia vnnkajﬁlahn materidlu na S, je Euler = Eauuhxhn prin-
cipom. )
: - '.1’? ’ | I'rI’JJ '
Vyslednica ploBnfch sfl, ktord’'ma ploche S uzatvdra povrch vybraného objemo-
vého elementu, sa bude rovnat | '

(2 -
= JTds (3.1-6)
. |

a moment plo3nych ail je

H{T} JI P x T)ds = F'"*E | (3.1=7)
S ' ' |

~ ZloZky momentu plodnych afl sd

MET} _ J’ o5 5k kds | (3.1-8)

| .
Euler = Cauchyho princip jé velmi uzndveny a nafiel uplntnﬁnia'v konvenéne )
mechanike fluida a prostredia. AvSak nie je to jeho zdklednd forma. Napri-
klad nie je apriori dokdzené, prefo je interakcia na dvoch strandch plofky
AS bezmomentovd. SU odporcovia tézy, Ze "moment sil pbsobiacich na povrchu
HS5 je ku kaZdému bodu plochy v limite nulovy™ a rozd8irili tento naphtovy
princ{p. Tvrdia, Ze "v okolf kaidého nekone&ne melého plodného elementu v ma-
teridli je pOsobenie vonkajSieho materidlu na vnitorny ekvipolentny v sildch
a momentoch". Na zéklade tohto principu rozpracovand teoria predpokladd
existenciu momentovych nepiiti a je podstatne komplikovenej3ia ako teoria
klasického kontinua. Tito teoriu podrobne rozviedli bratia Coseratovcia kon-
tinuu, pre ktoré této teoria plati, hovorime Coseratove kontinuum. My sa v
dulSom nebudeme kv0li zloZitosti zasoberat tymto kontinuom, i kqﬂ sa zdd, %o
zadina nachddzat uplatnenie v nnvjﬂh_numurictjnhlmatﬁdach pri riefeni nie-
ktorych konitrukénfch prvkov, napr. 8krupin. |

-.!j.ﬁ-

] y
§ Ako eme uZ uviedli, vektor naphtia T zdvis{ nielen od polohy ploZného ele-
' hentu, ale aj od jeho orientdcie. Preto pod tymto oznafenim budeme rozumiet
huphtie, ktoré pbeobi na jednotkovd plodku, ktorej norméla je .

Yo vieobecnosti mOZeme vektor napétia rozloZit do smeru normdly y, t.j.
| eerwdilovd zloZku napltia ‘*, ktord nazjyveme normdlovym napitim a do smeru
futytnice, ktord nazyveame tangencidlnym alebo 3mykovym napltim.

E 1. 0ZNAGOVANIE ZLOZIEK NAPATIA

- faviedli eme pojem vektora napdtia ako silu p8sobiacu na jednotku plochy a
povednli sme, Ze napltie je vo vBeobecnosti funkciou nielen miesta, ale aj
‘#Planticie elementdrnej plofky dS. PretoZe smer priamky urfujeme spravidla
#marovyni kosinusmi, méfeme povedat, Ze napﬁtiu je zdvielé od uminatnnnu
 pioAky dS v telese a od smerovych kosfnusov jej normély.

E #lolky vektora napiitias %& ako funkcie miesta uréujd napkitost nielen v uvazo-
¥Afom bode P, ale aj v jeho okoll na plodke, ktorej normdla je ¥. PretoZe
¥itovonyn bodom mbieme preloZit dvojparametricky zvizok elementdrnych (ro-
‘¥liyoh) plodiek, ide nédm o to, kolko elementdrnych plodiek (rovin) a ako
“APlantovanych sta¥f na to, aby sme uplne ur#ili napktost v okoli bodu P. Ne-
BEAr uvidime, %e stad{ poznat napitie na troch vzéjomne kolmfeh rovinngoh

Blﬂikduh, prechddzajicich bodom P.

Hﬁlu Jma ﬁpauiﬁln;.r pripad, v ktorom uvaZfovand plodka .ﬂsk, k=1,2,3 je rov-
ﬂthuuﬁ 8 niektorou sdiradnicovou rovinou. Nech normédla AS, mé emer kladné-
ntwnl;'; osi X, . Ozna¥me vektor napiitia p8eobiaci na AS, 8 troma zloZkemi

_ ], Ty T do smerov sdradnicovych oai X1y Xy Xy (vid obr. 3.5). Index i

H ¥ roave T; oznatuje zlokku vektora a index k oznaduje normdlu (os x k}
¥ filodke, na ktorej vektor naphitia posobi. V tomto Zpecidlnom pripsde zave-
. iﬂu nové symboly na oznalenie zloZiek napBtia. Ak zoradime zloXky napiitia
ﬂﬂhlnun na troch ortogondlnych plodkéch A5, k = 1,2,3 do Stvorcovej ma-
l* dontaneme
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zloZky napltia

1 2 3
] . 1
x| %4 2P O3 . : Ty
normély ploBky : zodpovedd 2
vV Smerse s X t§1 t&E ﬁi] veEtbru 1 Ti
¢ e | = 3
J %] " 32 | "33 L I3
Xy
Krx, | k=123

./

Obr. 3.5
andalania vektora napitia do sdradnicovych smerov

Ak hmotny bod, za Ufelom vyjadrenia napBtia, nahradime elementérnym hrancl-
dekom, dosteneme tri dvojice rovnobeZnych rovin (obr. 3.6). Na obrdzku sud
naznatené zloiky napétia na kladnych ploSkdch objemového alamantu'{nnrmily
mejd smer prislulnej sdradnicovej osi). Tak sme dospeli k 9 velilindm a za-
vedieme pre ne oznafenie |

. _
Ty = ﬁ;j' (i, = 1,2,3) {3.27;}

?aliﬁiny ﬂaj.majﬁ dva indexy, ktoré sd v postaveni indexov tenzdruvfch. Ne-
skér si ukdZeme, Ze tychto 9 veli¥in i}d su zlofkami symetrického tenzora

druhéhn-rﬁduﬂ Tomuto tenzoru budeme hovorit tenzor nnplitia, Viimnime si, Ze
v ﬁij prvy index oznafuje smer normély elementérnej roviny, na ktord vektor
napktie pésob{ a druhy index stanovi, o ktord zloZku napitia ide. Spdsob,
akjm s zavedend kladné naplitia, je zrejmy z obrdzku 3.6. Kledné zloZky ﬁ&d
pﬁﬂuhla na kladny¥ch stendch kvddra (t.j. na stanﬁnh, ktorych vonkajéia.nor-
méla je rovnobeZnd s kladnym smerom niektorej zo aﬁrédnﬁFﬂvfuh oal). Na zéd-
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x, |

!

Obr. 3.6
Oznafenie zloZiek napitiia

' puinyeh stendch kvddra (norméla ide so zdpornym smerom niektorej zo siradni-
" #nyn| osi) pbsohia kladné zlofky ¢1 v smere zdpornych sdradnicovych osi.

2 8 ohr. 1.6 je zrejmé, Ze normélové naphtia su kladné, ak sa anaiimg vyvolat
. ppgllnhnutie materiﬁlu,'ﬂ st zdporné, ked chceme materidl stla¥it.

E'ﬁhu nmo uf spominali, zlofky naphtia v smere normdly-nazyveme normdlovymi, .
& Vlngoncidlne zloZky napétiami 3mykovymi. Z 9 zloZiek tenzoru napétia su te-
= 0, téz,. faj napétiami normélovymi, zostdvajicich 6 zloZiek sd napli-
:}iiuml dmykovymi. Vietky zloZky nﬂpﬁtiﬂ takto majui rozmer sily na Jjednotku

= onhy . |

L ¥ liloratire existuji rozliZnosti v oznafovani zloZiek napitia. Jastym spb-
Bfiliom oznafovenia, vzhladom na pravouhly kartézsky sudradnicovy systém x,y,z

L s

EI ‘FJE]I’ f?:a
%x E'F Ja;"ﬁ _ : [3-3"‘3] -
f&; t&y z
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6 x Eﬁy 6, s |
6, b,y 6 R E Y
Cex Ezy Eﬁ:

My budeme v prevaZnej miere oznafovat zloZky naphtia podla (3.2-2), t.j.

T.

. % 13

1 12

Gi (g | Tar T2 2 G

G 55 Ty

3.3 PONYROVE ROVNICE KONTINUA

Mechanika kontinua je zasloZend na Hawtunuvjuh puhyhﬂvjnh zdkﬁnﬂﬂh, kturé
pre kontipuum upravil Eular._ :

Uvaiujmu siradnicovy aystém Xq1%51%q) ktory je inerciélnym vztaZnym systé-
mom. Nech teleso vyplnené létkou zaberd v nejakom &ase t priestor B(t).
Nech ¥ je polohovjm vektorom vybraného elementu, ktorého hustota léatky Jje -
o a V je jeho vektor rychlosti. Element mé teda polohu (x,, 2.131, objem
dV a hmotnost gd?. Pre hybnost priamoiareho pohybu telesa v konfigurdcii

B(t) bude platit

M= J veaVv E (3.3-1)
B(t) | |
Integrédl
ﬂ,.: Px v s::-d"l.l' - . oo {313*2}

B(t)

nazyvame momentom hybnosti telesa. Bulerom upravené pohybové rovnice hovo-

ria, %e &amsovéd zméne hybnosti prium@ﬁiaruhn pohybu aa;ruvné celkovej aplikn-

vanej sile F pésobiacej na teleso

= 50 =

H=f irgdv= F | (3.3-3)
B(t)

" & fnnovd zmena momentu hybnosti sa rovnd celkovému aplikovanému momentu i,
¢ wholo pofiatku sirednicového systému, t.j.

= £ = J rx F av (3.3-4)
B(t)

Madhn pad hybnostou a momentom hybnnatl predstavuje ieh ¢asovd derivéciu,
Wit tieZ mbéZeme oznalit vyrazmi ﬁ?—, resp. E%E' D4 sa dokdzat, %e ak pla-

L 41 rovnica (3.3-3), potom ked rovnica (3.3-4) plat{ pre jednu voYbu poZiat-

§ ki nlindnie, je platnd pre Iubﬂvﬂlhj iny podiatok vztainého siradnicového
EAyal dina. :

¢ Aky mmo sa predtym zmienili, na teleso p8sobia dva typy sfl:

i 1) objomové eily, pbsobiace nu objemové elementy telesa;
- 41 pleané sily, pbsobiace na plodné elementy telesa.

E Upflilnidom objemovyeh sd gravita®né alebo elektromagnetické sily. Prikladom
£ plabnyeh s{l sd aerodynamické sily, alebo tlak spbsobeny. mechanickym kontak-

t (i dvoch telies.

Himo v s ﬂiiy sme Specifikovali ako

[ o
B

Ihﬂi velilor K s troma komponentmi Kyy Ky Kj je silou na Jednntku objemu te=-
il#l. Hnpr. pre grﬂﬂ&&né pole bude Plﬂtlt' '

=ggi

ﬁtjmu gy ou zlo¥ky tiaZového zryohlenia a @ Jjo mernd hustota létky.

?i!jnﬂ nily, pﬁanbaane v nejakej vnitornej oblasti telesa, si vektorom naph-

ﬂilﬂ; ktory vychédza z Bulerovho a Cauchyho principu naphtia. V zhode s tym=-
;IE Priinofpom celkové sily v materidli, obsiashnutom v oblasti B a uzatvore-

povrchom 5, su
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F= J T4s + j Kav (3.3-5)
5 B

kde 'r' Jje vektor napfitia pBsobiaci na AS, ktorej vﬂnknj!ia norméle Jje Y.
Podobne torzia (moment) sil okolo podiatku si'radnicového eystému bude dand
rovonicou

¥
5=J rx T ds+jl"x K av (3.3-6)
S B

=

Kombindcioun tychto dvoch rivnic dostaneme pohybové rovnice v tvare

v D :
JTI&E + Jlﬂﬂ‘l’ T 'fgd‘." (3.3-7)
. Dt \
S B B
resp.
v : D
px T ds + P x K AV = — l‘:?gd‘.’ : (3.3-8)
t
S . B _ B

Treba povedat, Ze nie je podstatné, z %oho sa skladd uvaZovand oblast B(t),

- alebo Eilja zostavend z rovnakych &astic v kaZdom &ase. Nerobili sme Ziadne

fpecidlne predpoklady pre rfzne ¢astice mlebo tvar kontinua. Preto rovnice
(3.3-7) a (3.3-8) sd platné pre kaidy materidl telesa. Okrajovéd plocha ob-
lasti mb%e sdhlasit s okrajovym povrchom elastického prvku, .ale mbZe tiel
zahrnovat len jeho mald &ast. Volnost vyberu oblasti B(t) md velky vyznam.
Za Ufelom lepdieho popisu nejakého celku sa v mechanike v:.rhera',jli z neho jed-
notlivé Zasti a tie sa riesia samostatne, prifom vychddzame z uvolneného
stavu telesa. (Napr. uvolneny nosnik, popripade len jeho &ast vybrand mysle-
nym rezom.) Za oblast B(t) potom dosadime kﬁnkrétnr objem V vybranej Zasti
uvaZovaného kontinua.

3.4 CAUCHYHO FORMULA

p pnhyhuvjuh rovnic teraz dospejeme k zdveru, ktory hnvuri fe vektor napli-
tia T{ ?, reprezentujici pbsobenie vnnkaj§1ahn matﬁriélu na ploiny element
vnitérného materidlu, se rovnéd absolutnej velkosti vektera T, ale s opal-
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‘- .
hym znamienkom T }, ktory reprezentuje pbBesobenie vnutorného matariﬁlu na
Vonkajs{ prostrednictvom toho istého plo3ného elementu, CiZe

T o _7(9)

Phknz tohto tvrdenia vychddza z nasledujicich dvah. Majme tenky element s
dvomn paralelnymi povrchmi velkosti S a hribky elementu A(vid obr. 3.7,

jr
= A
;5 'l“'
Obr. 3 1?

Rovnovéha tenkého elementu

Kod au bude hribka ﬂlauantu ‘A bliZit k nule a AS bude malé, aviak kone&né,
Hhinmuvé 8ily a hybnost, ako aj jej €asovi zmenu mbZeme zanedbat a na plo-

#hdoh AS ostend pbsobit len plo#né sily. Z pnhyhuvaj rovnice (3.3-7) potom
dpalnneme

J?l"d._s = T ass T()as =0

i po vydelent 8 AS méme
T(=) 2 _T(H)

#Apano taktie? povedat, %e vektor ﬁapﬁtiu Je funkeiou normdlového vektora

. ¥ ploohe. Ked sa zmeni smer vonka j¥ej normély, zmeni sa aj smer napétia.

: ﬂiigumn teraz, Ze ak poznédme mluiky tenzora fia, mOZeme urdit vektor napd-

H‘.Ip ktory pSsobi na ploche s jednotkovym vektorom I" 50 zlofkami LTIRET,
F

Tento vektor sme ozna%ili T eo zlolkemi E‘E’ T:_,, T3. vz.djnmn:;r vztah me=-

ﬂi vektorom a tenznrnm napitia ndm ud&vn Cauchyho formula
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D8kaz tvrdenia (3.4=1) urobime nasledujicim spdsobom., Uveiujme elementdrny
tetradder vytvoreny troma plochami rovnobeinymi so siradnicovymi rovinami a
jednou normdlovou rovinou vzhladom na jednotkovy vektor ¥ (obr. 3.8)..

 Obr. 3.8

K zdvislosti medzi vektorom a tenzorom n#pﬁtin

Nech prierezovd plocha normdlovej roviny k ¥ je 45. Potom plochy na ostat- :
nych troch stendch tetraédra aud: :

as, = dS 'cos( ¥ ,x._l} = ¥,4S - plocha steny rovnobeZnej & rovinou t’xe,le;
dSE = dS cos( ¥y ,1{2} = ?Eds = plocha steny rovnobeZnej 8 rovinou [13,11];
:153 = dS5 coal( ¥ .x3} = F363 - plocha steny rovnobeZnej s rovinou (x, ,1:2}.

Objem tetraédra je AV = }hdﬂ, kde h Jje vyika kolmice z bodu P na dS. Na
troch siradnicovych plochédch tetraddra budd p8sobit v kladnom smere oai x4

eily

(= ‘E"_” + E11d51 ¥ (= E‘E.I + E.E}qsz : (= 'E_"“ + ﬁ3)d$3

kde ?}1, ﬂé1, %31 sd napﬂtia'pﬁaubipca na ﬂdradqieuvjch'ﬂtﬂnﬁch tetraéd-
ra v smere X,. Zdporné znemienko pri napitiasch je vzhladom ne zéporny smer
vonkajSich normdl uvaZovanych trunh stien. €, 1=1,2,3 zuhrgdﬁujﬁ skutoé-
nost, %e bod P nie je obvykle totofny s bodom pésobenia naplitia (hmotny bod
P sme nahradili elementdrnym hranol&ekom). Ak uvaiujeme, Ze napﬁfuvé pole
Jje spojité, potom Ei s nekunaﬁne mn;é hnﬂpntr {naprr ii - : 11 dx1] .

b 4
Hapruti.tumu gila, pdsobiaca na normélovej rovine k Y, md =Lq£iu (TI+E}dS

v pozitivnom smere osi Xy, zloZku objemovej sily. {Ki +€)av a.%asovA zmena

. hybnosti bude ?¢1dﬂ'. Prvé pohybovd rovnica pre smer x4 bude mat potom tvar

- Y

(- T,,+¢) ».45 + (- ‘3'21"‘52} V548 + (-

+ej} y.ds +
v 1 1
* (Ty+€)ds + (K +€) - hds = g?, - has
: 3 - 3

kad Liito rovnicu vydelime dS a uvaZujeme h—»0 (uvaZu jeme prakticky hmotny
lin) miesto elementu), potom € =01(i=1,2,3), a €=¢€" = 0, tdto rovnica
4i nhAm zjednodusi na kone¥ny tvar

y ' ,
T, = ‘3’11 y, + "F'E.l Vo + ‘ﬂ" 1 73 © (3.4=2)

fwvnica (3.4-2) predstavuje prvy &len z Cauchyho formuly (3.4~1), t.j. polo-
Efwe index 1 = 1 a urobime aumici_u cez séftac{ index J = 1,2,3. Vychddza jdic
§ |redchéddzajicej dvahy by sme dospeli k ostatnym zloZkdm vektora napktia

* v bode P.

f@ahyho formula ném stanovuje, Ze znalost ﬂevutmh zloZiek napiitia 'B'

J# mitnou a postafujicou podmienkou na definovanie napitosti v nejakom bnda
glomentu ako aj v jeho okolf. Stav napitosti v bode telesa je teda komplet-
##8 ntonoveny a charakterizovany deviatimi zloZkami ¢ ij PretoZe - %i je vek-

k4P » rovnica (3.4-1) plat{ pre Tubovolny vektor nnrmély Pj, potom 'E' i mu=

il byl tenzorom (v kapitole 1 sme aplikﬁninu tenzora ako linedrneho operdto-

Z_ ‘H. s nojoky vektor Al dostali iny vektor BJL ij nazyvame tenzorom napi-

L

' ipih“ \rnzorovy charakter dokédZeme Quotientovym pravidlom. Predpoklad jme, Ze
i#ﬂ wn vztahuje k urditej kartézskej siradnicovej sustave. Transformdciou

Hinleového systému natofenim by sme mali dostat

ij T k%5 U | ‘ - (3.4-2)

; ;I &' tronsformadng zdkon pre tenzory druhého atupﬁa..

il ().4-1) platf

T o= Oy T - - (3.4-3)

B¥ ulotonom siradnicovom systéme

TR - (=)
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Kedie %i je vektorom, bude pren platit transformécia

v y :
T{ = ail_Tl = 5,11 rﬂﬂ. PIII- = Hi:!_ fmln.jm P"i (3.4=5)

Forovnanim (J}.4=4) a (3.4=5) méme
(5 = 03040 T) V) = 0 BERERS

PretoZe }-'"j # 0, musi byt f:ii = 83185, Tm = 0, Tesp.

L —
Tii = %5u21 Tm

tim je tenzorovy charakter naphtia dokdzany. V (3.4-5) sme vyu2ili vektoro-

vy ¢harakﬁar normdly V¥, t.j. Ze y = Jm.va'

3.5 ROVNICE ROVNOVAHY

Teraz pretransformujeme pohybové rovanice (3.3-7) a (3.3-8) do tvaru diferen-
cidlnych rovnic. MoZno to urobit pomocou Gausovej vety a Cauchyho formuly.
My to v3ak urobime tak, aby bola zrejméd Fyzikélna podstata problému.

ﬁvaﬁudma elementédrny Stvorboky element, ktorého steny su rovnobeZné 80 si-
radnicovymi rovinami a“ktu;ﬁ Je v statickej rovnovdhe. Napltia p8sobiace
napr. na dvoch dvojiciach pléch elementu sd zndzornené na obr. 3.9.

31’1
" Sila dxzdx pbsobl na lavej stene (zdpornej) a sila {ﬂ‘11+5———- dx }dr dxj

X4
pbsobl na pravej (kladnej) stene hranoleka, kolmej na siradnicovi os Xqy

Hta- L

Téntﬂ'prﬂﬂpnklad Hpiﬁa'puﬂmianku spojitosti rozloZenia napdtia po hribke
elementu. Objemové sily, pOscbiace v elementdrnom hranolfeku, budd

K. ;9%,dx%, dxj. Vaetky napitia a ich derivdcie sa vztahujui na siradnicovy sys-
tém {x1,:2,: ). Rovnovédha telesa vyZaduje, aby posuvny a otétavy ﬁﬂinnk
vBetkych sil nan pdsobiacich @a rovnal nule. )

Hapriklad v smere rovnobefnom s osou Xqy pBsobi Eaaf alntlak pluinjuh ail a
jedna mlo%ka sily objemovej (obr. 3 10). '

-iﬁ,ﬁ-

L ]
“11 hITY 1'1'.t":j 1
- 1""1- T3y * Ty,
25* Ty, ' %oy 1O,

e — n'n,
qf“,,_ |
- -l"f | ’J—w”l‘dxi
T | :
dey| M ) 13 *13,00%,

i“’u)_ e

“ T’ ""n dx,
dx. 1131: -
Xy
%y
Obr. 3.9
'ZloZky napitia na elementdrnom hranol&eku
F:l
| i"":H""':g.t':l"‘n
|
.:‘ I — — —
- Ty | T P __'ﬂ“*'t_-u'!dx“
| ja :
dxy ,)-q:n‘r"h.sd“;'_ i i
H — — il
e s Ty dxy
d"‘ !
e
Xy
Xy
Obr. 3.10

ZloZky naphitia a objemovych sil v smere Xy

';;ﬁhutkjch 8il v smere x, musi sa rovnat nule, resp.
: . _

E v s (¢, 25 f -
% 1 : . 1
v;:!-;;— d:1) ax,dxy = _’a‘"gxgdx.j +\ %y + sz—d'l)dx a:3 - *t' 14x,0x5 +

X

:E-i.. l 1 ) ) - '. .
y ¢ ~—il ax, |dx,dx, - T,.0x,d%, + K,dx,dx,d%, = O
1 uxj 3 _1.2 3173 L Rnk Dt
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- = 66 -

Pop wvydeleni tejto rovnice elementdrnym objemom d:1dxzd:3 dostaneme

3T, 8¢, T
11,9 %1, ° %

ﬁx1 ﬁxz ﬂ13

+ I1 = ﬂ . . {345-1]

Cyklickou zémenou dostaneme podobné podmienky rovnovéhy v smere zvySengch
siradnicovych osi x, a X3+ Tento systém troch rovnic moZno skrdtene analy-
ticky zapisat v tvare

._-J- + K = (i =1,2,3) (3.5-2)
J

Toto Jje d8leZity vysledok, ktory podrobnejSie rozvedieme v Ealiaj kapitole
ﬂkript; :

Splnenim druhe]j podmienky rovnovédhy, Ze aj otddavy Ufinok vSetkych sil pbso-
biecich n&s elementdrny hranoléek musi byt nulovy, dosteneme zeujimavd sku-
tofnost, e tenzor napitia je tenzorom symetrickym, t.j.

ﬂid = fﬁi (3.5=3)

Rovnica (3.5-3) plati za predpokladu, Ze moment objemovych sil sa rovnd nu-
le. Pri Coseratovom kontinuu tento predpoklad neplati, & preto tenzor napi-
tia tu nie je symetrickym tenzorom, &o velmi staZuje analyzu tohto kontinua.

Viastnost (3.5-3) dokédZeme nasledujlicim spésobom. UvaZujme moment vietkjych
s{l okolo oei Xq. Je zrejmé, Ze zloZky sfl rovnobeiné s osou Xx,, maji otdda-
vy Gfinok okolo tejto osi nulovy. Sily, ktoré vytvdraji moment okolo osi X3,
sd zndzornené na obr. 3.11.

Momentovd podmienka ockolo osi X4 bude mat tvar

9T dx '
- ('3‘11 + 11 dx )dx2d13 —2 4 ‘F d::zdxa ._._E +
ox 2 2

| 7 ax, ./ . 9T ' =
12 1 21 1
+ (’312 + 7y d:1)dx ﬂxa — (121 + 3 ﬂ.xz)ﬁ:%&x]-g- +

X4 *2
de ﬂ:1
* Lee = K1ﬁ:1d:2dxj —E— + szx1dxzd13 — = 0

de

Obr. 3.11
K podmienkam rovnovéhy

- Fodelenim rovnice s dx1dx2d13 a 3 uvaZovanim, %e v limite dxi = dxz = d:34*
i {), dostaneme

T2 = ?51 ' | | . L

' Foduinym spbsobom by sme dostali pre ostatné zloZky vyrazy

¢J1 = ?}3

tio = T3

(  Hymetrickd vlastnost tenzora naplitia ném vlastne potvrdzuje zdkon zdruZe-
L fjoh Omykovych nephti, ktory pozndme zo zdkladov nduky o Frﬂiﬂﬂﬂtl 8 PE*““*‘
- §1 moteridlov.

" Mo ome uZ aﬁnminnli; pri odvodzoveni Cauchyho formuly predpokladédme proti-
. pdlny Einok dvoch Sasti telesa na seba len v sildch. Ak uvaZujeme existen-
. gin momentov, ktoré si proporciondlne k objemu elementu, a ktoré sa snaZia

' tsoroticky oto¥it jeden hmotny bod oproti druhému, vléstnost symetrie tenzo-
¢4 nupitia nebude viac platnd. Nech napr. v elementédrnom hranoléeku pbsobi

. gliolo osi X3 moment Cydx,dx,dx,. Potom namiaatn rovnice (3.5-4) dﬂﬂtanamﬂ

- Catcg=0 (3.5-5)
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Maxwel uvddza, %e nenulové momenty telesa existujd v magnetickych palinch;
v dielektrickych materidloch v elektrickom poli, ktoré mé rozdielne polari-
zafné roviny. Ak je elektromagnetické pole také intenzivne & hlsdina napl=
E;F takd nizka, Ze fﬁg a EJ maji rovnakd velkost, potom vzhlasdom na (3.5-5)

12 hembie sa rovnat ¢§1. V tomto pripade tenzor napitia ﬁ&j nie je sy-
metricky. Ak Cy je maly oproti iﬁz, potom ho mbZeme zanedbat a potvrdime
platnost (3.5-4). Pri vyvoji fyzikélnej teorie, urenej pre inZinierske pot- |
reby, je velmi dbéleZité dosiahnut &o najjednoduchiiu formuldciu s ohladom
na prnan?af rieSenia. Rozhodnutie o tom, &i tenzor napitia budeme povaZovat
za symetricky, alebo nie, musi zd4leZat na charaktere teorie. Pre inZinier-
8ku mechaniku sta¢{ predpokladat symetrickost tenzora napiitia,

V tychto skriptdch budeme tento predpoklad uvaZovat. Pre klasické kontinuum
budé teda platit rovmnice rovnovéhy

97T,
—id=+ K =0
ﬁ:j
- {]-5‘5}
‘Fij = JE:ji

3.6 ZMENA ZLOZIEK NAPATIA PRI TRANSFORMACIT SURADNICOVEHO SYSTEMU

V Castli 3.4 sme pomocou Quocientového pravidla ukdzeli, Ze naphtie je tenza-

rom druhého stupna, &iZe potom plat{ pren transforme&nj zékon

1

i}j = Hilﬂjm ﬁim | | {315'1}
kde a.. sd smerové kosfnusy transformécie sdradnicového ﬁystému'natnﬁenim.

1]
Vztah (3.6-1) mbZeme dostat aj z nasledujicej dvahy. Majme definovany ten-

zor napBtia ¢ﬁm vzhladom na pravouhly sidradnicovy systém X19%XpyXq. Nech
druhy pravouhly sdradnicovy systém s tym istym po¥iatkom je oproti pévodné-
mu systému natofeny (obr. 3.12), so siradnicovymi osami xi,xé,:ﬁ.

Suiradnice oboch systémov su spojené linedrnym vztahom

#

X! = a,.% (1=1,2,3) (3.6-2)

kde 844 si amerové kosinusy uhlov medzi osou x{ vzhl'adom na ﬁﬁi.xl. Cau=~
chyho formula ném stanovuje, %¥e ak dS je elementdrna plocha, ktorej vonkaj=-

Obr. J.12

Transformdcia zloZiek napdtia
pri natodeni sdradnicového systému

. . y
#la norméla V wé zlozky ¥ , potom na nej pbsobiaci vektor naphitia T md
E Rloty

> = Ty | (3.6=3)

Ty i
ATl
-

:gbih normdla ¥ Jje rovnobefnd s osou x{, &iZe
%,? | . E
s Vi =851 Y2 = 845 V3 = 843
- i

ifbn volctor napitia T bude mat zloZky
¥

T2 % %aTm
i _ i :

filky voktora T v smere osi 13 budd dané sitinom Ti a amerovych kosinusov
_%"Pvu zloZky nupitia dostaneme

i

f;j = priemet T' do smeru 33
3 T . - | T T .+
= 85Ty * 85T * 85373 = 85985a “m1 T %52%in “n2

+ 833%m fml '




e T o LS S A S e e el

ﬁpra?nu tejto rovnice dostaneme

Rovnica (3.6=4) potvrdzuje uatamatiukﬁ definiciu i&d ako tenzora druhéhn
atupua v Buklidovskom priestore. :

3.7 ZLOZKY NAPATIA V ORTOGONALNO KRIVOSTARYCH
SURADNICIACH (CYLINDRICKE)

Cylindrické suradnice sa pouZfvajui v mechanike kontinua, ak sd okrs jové pod-
mienky pre takyto systém jednoduchiie (napr. pridenie v kruhovom c¢ylindric-

kom valei). Ak chceme 8tudovat rozdelenie naphtia v priestore, pouZijeme
aférické Hﬁrndniﬂﬁ- = :

Je aau!ivﬂné oznafovat zloZky napétia v smere kri?nélarrch sirednic indexa-
mi zhodnymi s oznafenim siradnicovyjch osf{. Napriklad pre cylindrické sirad-
nice ,0,z, ktorjch vzdjoany sdvis s pravouhlymi sdradnicemi je

§ : .y .
X =71 co8 @ e =1tg Lo

. x

¥y =r 8in @ - r2 = :2 + 32 * - (3.6-1)
Z = g 3 2 = Z )

Oznatime zloZky tenzora naphtia v bode (r,8,z)

T z T ' |
rr ‘r®  “rz 6. To: Tpg
ﬁir ﬂi& 'iiz | tﬁr ﬁ%ﬂ E;

Aby sme vyjadrili vzdjomny,vztah tychto zlnﬁzak napﬁtln 8 napitiami E

- & ,» ses, poloZme do bodu (r,0,z) prﬂvnuhlj siradnicovy systém x’,y?, m’

xy
Nech os x’ ide v smere narastajicej hodnoty siradnice r, o8 y' v smere na-

rastajiceho © a z' je rovnobeZnéd s osou z (obr. 3.13)..

- 71 -

y-0s X'-05
smer ¥ SMer r

: Obr. 3.13
ZloZiky napltia v cylindrickych sdradniciach

' farnr. moZno definovat zloZky napitia v bode (r,8,z) v klasickom ozna¥eni
f fl,u.. ﬁ;,y, y sse » My vBak chceme urfit zloZky napltia v zmysle (3.7-2)
' 4 whieme vzhladom na identifikécin r,®0,z 8 x',y’,z' pisat

T = T e T

rr x?x* ? rd = ¢h@ = grlyl J atd.

xiy? ? ¥

Ppatoze siradnice x',y',2’ & x,¥,z 84 pravouhlé, mbZeme aplikovat trans-
L Pormntny zékon (3.6=1). Smerové kosinusy uhlov medzi osemi x',y’,z’ a X,y,z
8l (kop. 2.1.1)

cosa ® s8in® O
{nij} = | =sin @ cos ﬁ 0 _ | (3.7-3)
0 | 0 1
i'lhvﬂrminu vztahu (3.6-1) dostaneme
‘ri;j ~ 811%mj rim
}:a Napr. pre i = J =1 ndme

. : _ , : )
f11 = EI =-ﬂl1am1 "Eim = H.”&m.‘ "F.'lm + az.l&m..l fEm + 5.31,am1 fjn_

' ¥
=818y 00 Y aggay Tip ¢ 819831 %33 * |
- ' (3.7-4)

] ] d.
+ 881y T ¥ ayg8y Up ¥ 8yq83 Ty ¢

: y r
+ 8yqay Ty + 83585, T, + 83485, T35
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Dosadenim (3.7-3) dﬂ (3.7-4) a prisludnej zdmene (napr. f;,l = Toryr = 6,
atd), méZeme pre i = j = 1,'a ostatné kombindcie indexov pisat

E: =0, unﬂza + Eﬁ ainEE + fkﬂ sin 26

. 2 2
EI = H} 8in“e + Eﬁ cos“0 + f}ﬁ sin 2@

HE:E.H

'[3 -T'ﬁ}

(1 = {Er - B} sin@cose + ﬁ;aiuuazﬂ - BinEEJ

*:x = f:r cos® - ﬁzﬂ 3in®

?Er = ¢Er aing + ¢¥B cos@

Podobnym sp8sobom mbfeme dospiet k zloZkém napétia v inych, #asto pouZiva-
nych suradnicovfch sustavdch.

3.8 OKRAJOVE PODMIENKY PRE NAPATIE

Prnhlém&, ktoré riedi mechanika, majd obvykle nasledujici charakter:

Vieme spravidla niedo o siléch, rychlostiach alebo posunutiach na povrehu
telesa, prostredia, pripadne tekutiny, a zaujims nds, aky désledok pbsobe-
nia tychto prifin vznikne vo vnitri telesa. Aby sme roz#irili nade poznanie
vo vnutri telesa, popf3eme dand dlohu diferencidlnymi rovnicami & zndme Fak-
ty o vonkajSom pbsoben{ zahrnieme do okrajovjch podmienok.

Na povrchu telesa alebo na estyZnej ploche dvoch telies pSsobia plodné sily,

ktoré musia byt ne obidvoch strandch sty&nej, prip. myslenej plochy ruvnﬂké.

To tvrdi Cauchyho formula, na ktorej je pnsta?anj koncept naplitia.

UvaZujme teleso tvaru kucky zloZené z dvoch Zastf, jedna Zast ja z tvrdého
a8 druhd Zsst z mikkého materidlu (obr. 3.14). Nech je tento blok stldZany
medzi dvoma rovinami, obidva materidly budd namdhané. Situdcia v bode P ro-
viny AB Jje znédzornend na obr. 3.15.

V tvrdom mntarlﬁll na pozitivnej strane aty&naa pluﬁky v bode P, pﬁaﬂhi
vektor napitia 'T[ }. ktnréhn zloZky su. f{;} PE'J, kdq f{;] je tenzor nu-

-3 =

qﬁﬁi';a'tf{gi;ﬂ-  f;;-_

{1

Obr. 3.14
Model stldfania telesa

Obr. 3.15
Vektor naplitia v bode P roviny AB

. pHitin v bode P tvrdého meteridlu. Pre mikky materidl musi v bode P existo-

fﬁ?lf podobnt vektor nnpﬁfiq 'T{E} so zloZkami *ftij ng}. Vzhladom na Cauchy-
' ﬁﬂ formulu musi byt

w1 _ 2y _ . (3.8-1)

-E B¥plicitnej8ie vyjadrené, nech medziplocha AB lef{ v rovine x,y (:'?
3 §F v,] a nech os z E Xy je kolmé& na tuto rovinu. Potom z vektorovej rovni-

: @# (1.8-1), vzhladom na obr. 3.16, dostaneme tri rovnice

(1) . ¢(2)
Cr = °

(1) _ »(2) | e | .'-z
'ﬂxz - ¢x= 1 (3-8 1

(1) o p(2)
Cys Cyz

; I': sl okrajové podmienky pre naphitie média (D a (@ v ich sty¥nej ploche.
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Tan TP1 Gy TRp fpy =

kil P1s Ppr Py 8l Bpecifické funkcie polohy a tasu, a n, t tE’ Jje pra-
touhly systém suradnfc, prifom o8 n je zdroven vonkajSou normélon plnetur.

¥ vdeobecnosti, kafdd plocha nﬂdal’u,ja dvn prieatur;-,r. Napriklad uvazujme
pMidinci vzduch vplyvom vetra na budovu. Vplyv vetra povaujeme za vonka j-
_ : Bl vutaZenie na povrch budovy. Naopak, v dynamike tekutin sa budova povaZu-
}uﬁm AB telesa (@ (kladné ploska) : I8 wko prekdika v prudeni vzduchu. To znemend, Ze té istd styEnd plocha

' ' fFadalnvaje dva rdzne typy okrajovyech podmienok pre dve médig. Pri ich sta-
#iVovonl sa problém zjednoduSuje, a napr. pre prudenie vzduchu st elastické
- dgformicie budovy zanedbateIné, a preto sa budova bude povafovat za dokona-
i# Luhé teleso. Naproti tomm pri analyze budovy sd tieto deformdcie pudﬁtnt-
ii# n budova sa bude povaZovat za teleso, ktoré je schopné deformdcie.

Obr. 3.16
ZloZky tenzora napiétia v utyﬁnaj rovine AB

Podmienky (3.8-2) v3sk ni& nahnvurla o zloZkéch naphtia Cox Cour Cyye
Ak moduly pruZnosti meteridlu (D a (@ sd rbzne, potom pumernﬁ ekrdtenia
nebudd pre obidva materidly rovnaké a vo vSeobecnosti
| ' 8 NLAVNE NAPETIA A HLAVNE OSI
-E"l“l} £ .-r-{z:l .r':”' # ..;-[2] {'” £ f{E} " -
XX xx ! Xy xy ' Cyy Yy

Ako vidiet z obr. 3.17, tieto rovnosti neodporujd pudnianlﬁam rovnovéhy. . '
' | MaldEl 00lezité pn,;ny v koncepte napﬁtia patria hlavné nap#tia, invarianty

_ : % dwvidtory napiitia, maximdlne Smykové napiitia. V tejto kapitole odvodime
e e _ . & pipihome tieto zékladné veliliny a poukédZeme na ich praktické vyuZitie.
A o ;
) ] :“b'i : : I ivodné o Jjm
el 7 : iih Pojmy

Obr. 3.17

. _ Pedoliddzajicej kapitole sme ukézali, %e na urfenie napftosti v nejakom
Rovnovdiny stav zloZiek napitia

3 ﬁi lwlesa je treba poznat Sest linedrne nezdvislych: slniiak z celkového
-ﬂﬂﬂ doviatich zloZiek tenzora naphtia.

.: ..?5._

ﬁpemﬁln;.r pripad nastane vtedy, ked materidl @ je 'I:nlc;f,f pndda;]m?, Ye v nom
pbsobiace napltia sd zanedbateIné oproti napétiaem v materidli Q@) (napr.
vzduch a ocel). Potom hovorime o nezatafenom (volnom) pnvrc:hu a pra tento

o devit zlo?iek napitia moZno usporiadat do tvaru a;rmatrinkaj matice

-g-hn!l‘

okraj dostaneme puﬂmiank:.r *;:” 'E_" 5 *E':I 3
0, £, =0, T, =0 ~ =
2Z = ' - 2; - &Y ["rij] %1 ‘E:?E, fa ( rlj 'ﬁ&l}
Na druhej strane, ak napitost v médiu @ je znéma, potom mbie h;s,rf uvaZova- ‘F:'” ‘5'32 '3:;3.

né- ako vanku;ﬁm zatafenie plsobiace na médium @) « . Okrajové pqdmienk:,r pre
napitie budd mat potom tvar : '
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giore) komponenty, pri transformicii sdradnicového systému podlieha jd trana;

formaZnému zdkonu tenzora druhého stupna.

Symetrickd vlastnost tenzora napitia umoZnuje hladat taky sdradnicovy sys-
tém, do ktorého s= bude matica zloZiek naphitia transformovat na disgonélnu
maticu

6, © 0
(8) = 0 Eé 0
0 o) Ej

Zlofky napétia 51, EE' E& nazyvame hlavnymi napéitiemi, a sdradnicové osi,
ku ktorym je tdto matica diagondlna, nazyvame hlavnymi osami. Sdiradnicové

roviny, zodpovedsjuice hlavnym osiam, si hlavnjmi rovinsmi. Fyzikédlne, kaidé
z hlavnych napliti je normdlovym naphtim a pdsobi v hlavnej rovine. Je zrej-
mé, 2e Smykové napitie sa v tychto rovindeh rovnd nule. Pri praktickjch vy~ |

poCtoch napéitia v bode telesa je findlnou po2iadavkou urdenie hlavnyeh osi
a hlavnych napiti. Néds bude zaujimat nielen spbsob ich ur¥enia, ale aj ich
prakticky vyznam. Dalej ukéZeme, Ze symetria tenzora napitia je z&kladnym
predpokiadom pre existenciu hlavnyeh sdradnicovych osi.

3.92 Rovinnd nap8tost

Pre lep8iu ndzornost budeme s& najskér zaoberat rovinngm pripadom naplitoati,
prifom zloZky napiitia oznalime v zmysle zaufivanjch symbolov v zdkladnej
pruZnosti a pevnosti.

UvaZujme prakticky pripad, ked je tenkd membréna namdhansd silami, pbsobiaci-
mi na jej koncoch v rovine membrdny (obr. 3.18). Strany mambrﬁny z =X h sd
nezataiené a preto zloZky napitia

EEE =6, = EET =0 | (3.9.2=1)

Je zrejmé, %e napétia 6 su normdlové a T sd napatiemi Smykovymi. Napatost,
pri ktorej plati rovnica (3.9.2-1), hovorime revinnd napétost v rovine xy.

ZloZky naphitia rovinnej napitosti potom skoncentrujeme do symetrickej mati-
ce '

zsh || z=-h
—
z
l
i 2h
|
Obr. 3.18
Rovinnd napitost
6 O O
ey 6 0
0 0 0
. Kd» nmo pre ndzornost oznatili 6, = ﬂ31,-5} = T, ¢ xy = « UvaZujme

birsy natolenie suradnicového Eyutému X,y do systému x',y’ a v smyala gasti

1ifi nijdeme zodpovedajice zloZky napiitia

E:! i a}lr! 0

0 0 0

ﬂ:giarn obr. 3.19 moZno smerové kosfinusy medzi dvoma pravouhlymi sdradnicami
;iﬁpiuuu v zdvislosti od hodnoty uhla natofenia ©., Matica smerovych kosinu-

ﬁuiﬂ¥ o
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Obr. 3.19
Zmena sUradnic pri rovinnej naphtosti

847 845 n1] coga ® gin @ 0

[‘ij}' 89 85, 853 | = | -8in @ cos @ 0

n31 532 533 0 0 1

fligiz“zl

Zepfsanim x,y & x’,y’ nemiesto X;,x, a X},x}; ﬁ; pre T,,; atd. ,.,, a dosa-
denim smerovych kesfnusov (3.9.2-2) do transformaénej rovnice (3.6-1) dosta-

neme zloiky naphtia v natofenom sdradnicovom systéme

6,0 = 6 c08°@ + E} 8ine + 2 ﬂir 8in® cos@®

E&, =6, sin’e + 5& c0s%® - 2 #iF 8in® cos@

ﬁ'.

' 2 2
xty? = (- 6, + Ey} 8in® cos® + 2 ‘FH{EH ® - 8in“@)

PretoZe

1 1 . :
sine = E (1 - cos28) , c0s%® = = (1 + c0828)
-2

mbZeme predchddzajice rovnice napisat v znémom tvare

E. + 6 6. - 6

€0 = ——L + LT cos20 + . sin2e

5 +6. 6. -6 o o

., = =L - X2 _¥ cos20 - ¢__ ain2e

y 2 2 Xy :
¢ - EL.;-EI . @ |
x'y* -~ : 8in26 + Xy nﬂagﬂ

{3.9'-2-3] )

(3.9.2-4)

-"'Ilg-

Uprovovanim tohto systému rovnic mbZeme zistit, Ze

6, + 6) =6, +6,

o8 |
.a—a— = 2 r 3 t3-9-2-‘-5]‘
6.
_— = - N -
Gl Yy
A Langens uhla,natnﬁeniq
2T
tg 20 = —Ef.
5, - ﬁ’r
Pt om
fxlﬂri = ﬂ i : . E3-'EI.E—'E}

-

& Ak nmery suradnicovych osi x’,y’ zodpovedajd hodnote uhla & v silade s
"ij.?—ﬁ], nazyvame ich hlavnymi smermi, osi X' a y' nazjyvame potom hlavnymi
gk, a 6, , E&, hlavnymi napiitismi. Ak osi %" a y* sd hlavnymi osami, po~-
- om ¢',y, =0 a Ex' je bud meximélnou alebo minimdlnou hodnotou naphlitia

" ¥ilil'ndom na vol'bu uhla natofenia ©. To isté plat{ pre napitie E y ¢+ Substiti-
' #lu hodnoty uhla ® z (3.9.2-6) dp (4.2-4) dostaneme

i |
max .
B+ 8 *V(Ex-ﬁ)z"’

2 ' 2 '
Euin _

© Fatobnym sp8sobom dostaneme maximdlnu hodnotu Smykovych napéit{ T

xI‘FF
o 2
7 - Snax = Bmin - I/(E: - EE) + T2
max 2 K] Xy

;[iurﬂ le3f v rnvine natofenej o uhol - 45° od hlavnfch smerov danﬁah vzta=

'ﬁhnmntrinkd interpretdciu uvedenyeh rovnic urobil Otto Mohr do tzv. Mohro-
ﬁ!?ﬂh kruZnic. Tymito kruZnicami sa vEak nebudeme zaoberat, pretoZe uZ pred-
{1Qk1uddme ich znalost zo zdkladného kurzu ﬁrqinnati a pevnosti materidlov.
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1.9.3 Priescrstorova napiédtost

Zov3eobecnenim poznatkov ziskanych pri rovinnej napiitosti prejdeme na prie-

storovyi naplitost, pridom sa vrdtime k pdvodnému oznadeniu pravouhlého strad
nicového systému Xqy¥Xn9Xqe Vo vBeobecnom stave napdtia vektor napktia, pdso
biaci na ploche s vonkajsou normdlou ¥, zdAvisi od smeru tejto normdly. V u
vatovanom bode telesa sa bude uhol medzi vektorom napfitia a normdlou ¥ me-
nit v zdvislosti od orientdcie plochy. Bude preto zrejmé ndjst takud plochu

prechédzajicu sledovanym bodom, #e vektor napidtia bude ne nu kolmy. V sku-
tofnosti existujui tri ortogondlne plochy, ktoré plne vyhovujd tejte podmien
ke v kaZfdom bode telesa. Tieto plochy nazyvame hlavnymi rovinemi, ich normd
1y blavnymi osami, a v nich pbsobiace napétia - hlavnymi napitismi.

UvaZujme elementdrnu rovinu 8 jednotkovym normdlovym ?akturﬁp ¥ v bode P
tejto roviny. Nech v uvaZovanom bode pfsobi vektor naplitia T, ktory je vo
vBeobecnosti réznobefny & Y. Do bodu P poloZme pravouhly stradnicovy sys- |
tém x;, 1 = 1,2,3 (vid obr. 3.20). | -

Obr. 3.20
Napétost v bode roviny

Vzhladom na zvoleny siradnicovy systém md norméla ¥ plodky AS zloZky do

sdradnicovych osi YV, V,, vy a vektor napitia md zloiky E1’¥E’¥3'
Potom pre vektor napétia mdZeme pisat
I T, v, + 1 T, ¥ | | 1

Danym bodom P mbéZeme prelo%it nekone&né mnofstvo rovin s prisludnymi vektor
mi napétia s normélovymi vektormi. Fotom naplitost v bode P je charskterizo-

vand _sdhrnom naphtosti v jednotlivych rovindch prechddzajdcich tymto bodom.

= 01 =

V predchédzajieich Zastiach sme ukdzali, Ze na urlenie napitosti v bode sts-
¢{ poznat 9 zloZiek napfitia, ktoré leZia v troch ortogondlnych ploSkédch, pre-
thddzajlicich bodom P. (V praxi si hmotnyf bod nahréddzame elementdrnym hranol-
tekom a v jeho rovindch stanovujeme 9 zloZiek tenzora naphktia f*j.}

I're zloZky vektora naplitia z Cauchyho formuly dostaneme

lvafujme teraz pripad, v ktorom sdradnicovy systém natolime tak, Ze je hlav=-.
nim siradnicovym systémom (HSS), a normdlovy vektor ¥ plodky AS je totoi-

nf so smerom niektorej hlavnej siradnicovej osi. Dalej predpokladajme, %e 6

lo zodpovedajice hlavné naphtie. Potom zloZky vektora napitia budd (je zrej-
m', %e dmykové napéitie je pulové)

v
Ti = E vi {3-913-3:I

I'orovnanim (3.9.3-2) a (3.9.3-1) méme

J.. V., z (4.3-4) dostaneme

prifom po zﬂhrﬂﬂﬂﬂﬂii Ze Pi Ji J

(T =880 »5=0 (i = 1,2,3) (3.9.3-5)
L VWroz (3.9.3-5) je systém troch rovanic pre vypofet smerovych kosinusov ( Vis
E Vo pJ} takaévrnviny, na ktnrg je vgktnr gapﬁtia kolmy. Smerové kosinusy
ii““"“ v8ak splnut podmienku F1 "'FE + ?] = 1. Tento syastém predstavuje
}?ﬁlﬂﬁﬂnig vlastnych hodnét tenzora napitia & m4 nenulové riedenie Vis ?E.

E V., ked determinent koeficientov sustavy rovnic je nulovy.

[%i-ﬁﬂﬂrn | ~ (3.9.3-6)

%ﬁm simene sditacich indexov mBZeme pisat

12 P %3
U5 =69 |= | a1 T8 Ty | =
E'31 fsz %3"5
- - g + 1152 - 1,6+ 1,20 | (3.9.3-7)




- A2 -
(3:9.3-7) je kubickd rovnica, ktorej korenmi si hlavné naphtias. Pre kazdd
hodnotu hlavného naplitia moZno urlit jednotkovd normélu y ploZky, na ktord
Je vektor napétia kolmy.

Rovnica {3.9;3-T} Je vlastne rovnicou vlastného tvaru tenzora nepBtia, kde

¢ P
22 23
Ao ‘ 2 ( €55 ﬂ:;j 1;| i.]} " - *
32 33
¢y Ty, T, o
o + (3.9.3-9)
T T T21 %o
%1 %2 s
T3 =i %1 B2 B3 = | T2 T2 T 13+9:3-10)
31 %3 Ty

Rovnica (3.9.3-7) plati pre kaidf siradnicovy systém a teda plat{ aj pre
hlavny siradnicovy systém (HSS), kde je tenzor nepktia zadeny zloZkami

T =6

Ty = Eé;

?35 = &

g&j =0, pre 1 # j

. To znamend, Ze

- B} =

- resp. .
-6+ 1,6° - Iéﬁ +Iy=0 (3.9.3-13)
ko
I, =6, %6, + 6, (3.9.3-14)
I, = 8,6, + 6,6, + 6,8, (3.9.3-15)
Iy = 6,6,6, - L (3.9.3-16)

Frotofe hlavné naﬁﬁtia charskterizujd fyzik4lny stav napitia v bode, 8d ne-

yavielé od volby vztaZného siradnicového systému. TaktieZ rovnica (3.9.3=7)

nio je zdvisld od vztafného siradnicového aystému, a preto je ekvivalentnd
a rovnicou (3.9.3=13), &0 mé za nédsledok invariantnost koeficientov 11,12,

_T,I vzhladom na nato¥enie sdradnicového systému. 11,12,13 nazyveme invarian-
fami tenzora napﬁtla-

A oa dokdzat, %e pre symetricky tenzor napBtia su vietky tri hlavné napi-

\ln redlne, a prislu3dné hlavné sdradnicové roviny si ortogondlne. Haeh

I 2 3
V,y,v ad Jadnntkavé normdlové vektnry v smere stradnicovych o381 so zloZ-

s 1 3
- Jnmi 1,1!1, v, (i =1,2,3), ktoré sme dostali rieSenim rovnice (4.3-5)

_ postupnym dpsudzpvanim za 6—6,,6,,6,

5131; ¢ = 0

2

u
o

3

: 2 1
*Aﬂnﬁunhanim prvej rovnice s V., druhej s 311 a sumdciou cez i a ich vzé-

_ %qumnjm od¥ftanim dostaneme rovnicu

0 6,6 o0 |=0 (349.3=11)
0 0 EJfE
a odtial |
(65 - 6) (6, = 6) (8 - 6) =0 (3.9.3-12)

ghi'ndom na symetriu tenzora napiitia sme pritom poufili rovnost
T, .V V.S .= Y.V | 18)
TAS LT R TRE ST IR PR (3:9-3-18




q-Bq,-

Posledny &len v rovnici (3.9.3-18) sme dostali premenovanfim s&ftacfch inde-
X0V .

Nech hlavné napiitia E # E 7 E » potom 2z (3.9.3-18) a delBfch dvoeh ziaka-
nych tou istou dpravnu rnvnin druhej a tretej, resp. prvej a tretej

1 2 2 3 K
yiryi = D!. -?jrvi = ﬂ.. V.V, = 0

¢o vlastne znamend, Ze hlavné vektory su navzé jom urtugnnﬁln& a pre dand na-
pitost v bode existuje len jediny HSS.

3
LU H £ 6., putnm i ja pevne  stanoveny, El%IMEiEmE uréit nekoned&ny

potet pdrov vektorov 'l-" a 1’1, ktoré su kolmé k ¥, i+ Je to napriklad pri
axidlnej symetrii. HSS Jﬂ tu urfeny osou symetrie a dvuma Tubovolnymi osami,
kolmymi na tdto os.

Ak &) = 6, Ej, potom kazdy pravnuhlj sliradnicovy systém moZno zvolit za
HSS tenmura napidtia.

Ak vztaZny stradnicovy systém je zhodny s hlavnymi osami, potom matica zlo-
Ziek napitia je

6, © 0
( fij} = | o Ez 0 (3.9.3=-19)
0 0 5‘3

3.9.4 Smykové na patia

UvaZujme plo3ny element s jednotkovou vnnkaaﬁnu normélou ¥ (so zlﬂikamd.r ),
v
na ktorej pésobi vektor nepiitia T, {T f}i ?j}' (obr. 3.21).

: ¥ .
Priemet T do smeru normély ¥ je norm&lovym napitfm, pésobiacim na plodny
element, ktoré oznelime E[n] Tento priemet je vlaatna skaldrny si&in oboch
vektorov .

W -

(3:9.4-1)

TSN

1 - -
LAy n R

o B i,'ﬂl e Bt
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Obr. 3.21
Bnykové napitia

Volkost druhej zloZky vektora naphtia, ktord je tangencidlnou zloZkou, do-
nluneme z Pythagorovej vety

|
fz F I l 5[“} {3:9-4“2]

Nech hlavné osi sd totoZné so vmfn!njna osami a 51,5é,55 s prisludnymi
hlavnymi naptitiami, potom

T, = 6, Yy
T, =6, (3.9.4-3)
TE B 2 2 Y pip=
E} = 53 vj
i
T2 (6 vi2 2, (6. y.)2
Hormdlové nﬂpﬂtia podXa {3.9.4-{) potom bude
- 2 2 2 )
Biny = 61 V5 + 6,75+ 6503 (3.9.4-4)
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resp.

(n} [E ? + 6, 3'33] [51 E] | (3+9.4=5)

Dosadenim do (3.9.4=2) a s uvaZovanim, Ze

2 4 '
(et s cros il cv ale vy oy hae o

mdme

£ = (VR VIR6) = 8,02 + ( v, )2 v)2(B, = 8,32
2 .
G TR B e | | (3.9.4-6)
Ak nepr. vy = Yy, = cos 45° = 'E'Eﬁ Y3 = 0, potom
taelip ¢
=% - (6, - 6,)
8 ! 2

Je 8mykové naphtie v rovine @ {obr. 3.22).

L
G
L
= G ‘.‘\
Y i
Fi
&
'—'L
- o
/ IS
.-"'-'I'I ri L)
%y
Obr. 3.22

| " Hlavné napdtia

Z obr, 3+22 vidiet, Ze tretie hlavné napitie neovplyvnuje podmienky rovnovéd-

hy v rovine &, &o mid za nésledok povaZovat napétost v tejto ploske za rovin-
nd.

Jihwyvome deviadnym tenzorom napitia, g

- B7 =

%ﬁﬁ.ﬁ Devyiadtor napiatia

j hll:ﬁut"'

Ty Ti - kA . | {3.9.5-1)

-«

35 Jje Kroneckerova delta a 6, Je
flrodné napitie

e G
1 1
= =TI, = = ¢trT (3.9.5=2)
3 3 '

pitl fom I Jje prvym invarisntom a trT je stopou tenzora naphtia. PodYa
{1+9.5-1) pre tenzor napitia dostaneme

tHI'Eﬁ t}z 1?3
'ﬁ'ij m ’“' +6, 3 €1 2265 %3 .
%31 Pvg o
i 0 0
+ 0 E; 0 (3.9.5-3)
g 0 £

%o znomend, %e sa rovnd suftu deviaZného tenzora (tieZ devidtora) naphtia a
_§ilového tenzora (mé len diagonélne &leny rdzne od nuly). Toto rozdelenie

#d volky vyznam najmi pri popise plastického sprdvania materidlu.

Hevidtor napltia je tieZ tenzorom druhého stupna a Je tenzorom symetrickym.

' Fpe jeho invariant J, plati

Jy= Tl =0 (3.9.5-4)




i - | ;

Ak polofime determinant rovnice (3.9.5-5) rovny nule

€15 -68;5]=0 (3.9.5-5)

dostaneme kubickud rovnicu
63 - J,8' +J3 =0 (3.9.5-6)

Pre ostatné dva invarienty méme

JE = 3 53 T IE ] (]léiﬁ_?}

) 3 : il"x
J3 13- I:-:Eu + 2 Eu = 13_+ JEE’G Eu (3.9.5=-8)

prifom I, a 13 sd druhym a tretim invariantom tenzora naptitia. Po dosadeni
z8 I, do (3.9.5-T7) dostaneme

1 :
2 2 2
JE = E [( ‘E’.” - ’3'22} + ( ‘E’EE - fjjj + {',.‘:'33 it {"”) ]+

2 " AR 2
s L S s e A

alebo tieZ

1 g
S y : i

UkdZeme teraz, Ze hlﬁvné osi tenzora napitia a devidtora napitia sd zhodné.

Nech osi X, i =1,2,3 sd totoZné s HSS. Ak E;, ﬁé a E; si hlavnymi deviato-
rickymi napBitiami

SimBet, E-6 -6 et ¢
_pﬁtnﬁ invariaufy

Jp = = (6365 + 6363 + 636)) |
' ] (3.9.5-10)

7y = 606

- B89 =

_;ﬁpnrné gnamienko pri Jz vyplyva zo znamienkovej volby v rovnici {}.9.5-5].
- losadenim vyrazov pre hlavné deviatorické napltia, pre druhy invariant dosta-
ma
JE = *{E1- ﬁu}{EE-En}_IEE_Eﬂ][EEdEn}-{Ej'Eﬁ}{E1fE;} .
= ~(648, + 6,65 + 636,) + 2 6,(8, + 6, + 6;) - 362 =

2 allllla

fo je d8kaz pre (3.9.5=T7). Podobnym spdsobom by sme dokdzali platnost vzta-
hov {3.9.5=-10)

}»9.6 Lamého elipaoid napétia

Na keidej elementdrnej rovine, prechddzajicej sledovanym bodom, a_vnnkajﬂuu

y
normdlou ¥, ( ril, pbsobi vektor naplitia T, (T.), ktorého zloZky sd dané

fauchyho formulou
¥
Ty = %’ji Vs

‘Neuh hlavné osi sd totoZné so zvolenym sdradnicovym systémom i = 1,2,3 a
| hlovné naplitia sd 6;, i = 1,2,3. Potom

‘Fij--ﬂ pre i # j

¥ v y
Ty =8 Yy o i (3.96-1)

Pretole ¥V je jednotkovym vektorom, bude suZet smerovych kosfnusov
Jia z | - .
S B e T L 1 | (3.9.6-2)

. ¥
HofSenim (3.9.6=1) pre Y; a dosadenim do (3.9.6=2) uvidime, Ze zloZky T;
aplnajd rovnicu
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+ = . : +9.6~
AL ANTALANTALA 13:9:6-3)

;. : | - v oy oy
¢o je rovnica elipsoidu v pravouhlom siradnicovom systéme s osami Ti'TleJ'

Tento elipscid je mnoZina koncovych bodov vektorov napktia vychddzajdicich
z0 stredu sdiradnicového systému (obr. J.23).

Obr. 3-23
Elipsoid napitia

39.7 Mohrove kXruZnice
PriestoroveJj na pEtosti

Mohrovymi kruZnicami napitosti (najm pre rovinnd napitost) sa posluchd&i
podrobne obozndmili v zdkladnom kurze pPruZnosti a pevnosti. Tu sa zmienime
okrajovo o Mohrovych kruZniciach priestorovej napéitosti. Zostrojenie Mohro-

v¥ch kruZinic je pre vieobecny pripad napiétosti velmi komplikované, a je moZ=

né vtedy, ked je zndme aspon jedno hlavné napitie. Najjednoduchs{ pripad je
vtedy, ked priestorovd naplitost je zadand v3etkymi troma hlavnymi naptitiami.

Otto Mohr ukédzal zaujimavd’ skutodnost, Ze ak ta nejake j plo3ke pbsobi normd-
lové napitie E{n} a 3mykové napitie €, potom tu moZno zndzornit v rovine

s0 suradnicovym systémom 6, ¥ (obr. 3.24) ako bod, ktory lezi v Srafovanej
oblasti medzi troma kruZnicami, ktorych stred le?{ na osi 6. Sdradnice dané-
ho bodu v prisludnej plodke (rovine) Ein] a 7. -
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Obr. 3.24
Mohrove kruZnice priestorovej napﬁtuqti

V pripade ako je na obr. 3.24, kde 6, > €, > 6, je 6, najvatsfn norndlovyn
naphtim, a (€, - 53}32 Jje najvh&3im Smykovym napitim pre véutk¥ moZné rovi-
ny, prechéddzajice sledovanym bodom. Rovina, v ktorej pfsobi najvitsie Smyko=-
vé napdtie, zviera uhol 45° s hlavnymi rovinami, na ktory pbdsobi napﬁtia-ﬁ1
o 64, V¥znam troch kruZnic na obr. 3«24 vyplyva z nasledujicich dvah:

Nech osi Xs i=1,2,3 ad totoZné s hlavnymi naami. V rovinéch alama?tdrn?-
ho hranolé&eka p&sobia hlavné napktia 51,55,53 (obr. 3.25). Vezmime si r?ul-
na @y ktur-é.,je rovnobeZnd s osou Xy Na velkost napltia E{ni a ¥ v tejto
rovine nemd vplyv, vzhladom na podmienky rovnovéhy, naphtie 5. To znamend,
e napltie v rovine w a teda vo v3etkjch rovindch rnvnubeinjnh 8 0sou 13,
mbZeme urdit pomocou Mohrovej kruZnice 512,'akuh3 islo o rovinnd napltost
(obr. 3.26). '

Obr. 3!25- -
Napltost v rovine
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; ﬂbI"- 3125 :
Huhrﬂra kruiniua napiitosti v rovine

Puduhnu pre rﬁtinr ruvnubainé 8 x4 bude napﬁtnsﬂ =nﬂ=nrnanﬁ Eruﬁniunu I13;

Pre urfenie nﬂputin E’{ } a ¥ vo ﬁuuhacnaj rovine s wnkajﬁuu normélou :'H
- poatupujeme takto:

Nech v3eobecnd rovina ABC mé& vunkagﬁiu normdlu Y so. anernv;hi knuinuami
ﬂ,‘ = Eﬂﬂ{?pxii}. TE = ﬂﬂ'ﬂ{ }'I.IE} {ﬂhr- 3. ET}-i- !

- Cbr. 3.27 :
Naplitost vo vdeobecnej rovine

- 0] =

frrntu!e ¥y Jje jednotkovym ';iril:tﬁrnn _
¥t 9k IRl (349.7-1)

. | . | .
Normélové napltie, t.j. zloZku vektora T pésobiaceho v tejto rovine, podla
povnice (3.9.4=4) bude

' _ g g2 . 2 2 '
Napokon pre vektor naphtia podla (3.9.4-2) méme

[wl2 = E{n} + 1’2 | e | (3.9.7-3)

fovnice (3.9.7-1) a% (3.9.7-3) sd algebraickym systémom troch rovnic pre

“irl neznédme .'l'%. ‘Hg, l'g.

PTleto vypofitamé pomocou Cramerovho ﬁr&viﬁla, Napr.:

i e
Bzl My f2
2 2 2
l“:{u]"' 'E EE 53
4 i
| 1 o _
2 ! i ade|=
1 5 2
| g -
e B % = m
' 2 2
8 6% E(nff |

. ko D je determinantom matice konBtdnt
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D=6 6 ¢,
65 62 62

OUsobitne treba rozobrat tri pripady.

?riEaﬂ : VBetky tri napitia sd rézne, 51 i-ﬁé }’Eﬁ‘ _
V tomto pripade D # 0, a z (3.9.7-4) dostaneme

» 5

'b'% =
5 .

'rg . I By - H;”E'In? - 6y (3.9.7-5)
) :

}'§ _ T + {E{Iﬂ - 51}{5[“.] = E-E-l};

UvaZujme pripad, Ze ?3 Je pevne stenovend hodnota. To znemend, Ze plolny
element mbZeme len natddat okole osi X4+ Inymi slovami, rovina ABC zviera
pevne udany uhol s osou X3¢ Z tretej ruvniga vo vztahu (3.9.7-5) vyplyva

pre zloiky napitia 6, a T, %fe musia splfiat rovnicu

1 : 1
2 2 _ 2
"'E-' + [E{n} 'E I:E-I + EE]] -— 4_ {5'1 - EEJ +

+ Y5 (6 - 60(6, - 6))  (3.9.7-6)

To je rovnica kruZnice v siradnicovom systéme E{n} a T, ktorej stred je na
osi E{n] posunuty o hodnotu % (6, + 6,). Této kruZnica predstavuje naplitia

ﬁ{n} a T vo vietkych moZnjch rovindch, ktoré dostaneme rotéciou roviny ABC

-0kolo osi X3 Polomer kruZnice Je dany druhou odmocninou pravej strany rov-
nice (3.9.7-6). Ak Fj-aa meni v inter#ala {0,1», potom polomer sa bude me-
nit medzi hodnotami % {51 - 2] a % {51 + 521‘— 53.‘th£inn kruigiu,.zadanﬁ
rovnicou (4.7-6), padne do vySrafovanej oblasti na obr. 3.28.

Fodobnou ﬁvahnu, z ostatnych dvoch rniniu systému (3.9.7-5), by sme dostali
dve podobné mnoZiny kruZnic so stredmi na osi 6, vo v:dialennati'{ﬁé + Eﬁlf%

EABES I, A A P T P

2

Obr. 31.28
Mohrove kruZnice

_E%_ruap. (6, + 6,)/2. Limitné polomery by boli : IE - I.|1-(E +6,) - 6,1;
E 3 4 Z V2 INIZ P2 3 1
w8 -6, |3 (8 +8) ~6,|. Tie o8 znézornené na obr. 3.29.

ﬁbr.. 3129 )
" Polomery Mohrovjch kruZnic

Knidy bod {5{n},‘f} masi leZat medzi dvoma limitnymi kru!n{uami vietkych
\roch mnoZin kruZnic. Z toho d6vodu bod mbZe leZat len vo vySrafovanej ob-
Insti, zndzornenej na obr. 3.29, reap. J.28. ' :
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‘Pripad 2: Dve hlavné napitia sd rovnaké

| UvaZu jme, e 5'1 = EE > 673. Potom determinant D l.ﬂ, @ rovnice E].?.?—‘I],
- (349.7-2) a (3.9.7-3) maji riedenie len vtedy, ak plat{ |

11 ]
Sm) 6 6 |=0
| 8myre? 62 8| o | |

1 1 1
a‘,.' 6y 6 =0. - t3.§.7—ﬂ
E% Efn}+f2 E§
1 --.] 1
6 5.'"1 6(n) =0

2 w2 2. .o
51 6 E{n}«v-f

_Pnul_adn:.f determinant sa identicky rovné nule a gz prvych dvoch dostaneme rov-
~ haky vy¥sledok - : - '

1 R e '
2 .
B R P A X (3.9.7-8)

%o je znova rovnica kruiniua.-_Pnd]fa obr. 3.29 prejde B'E-J-a-ﬁ'.l a vﬂr'-afuvanﬁ

Plocha prejde do kruZnice medzi bodmi 51 a 53- Podobne pre pripad ,ET > ﬁ-’2 =
= O3 sa vydrafovand oblast redukuje do kruZnice.

Eripad 3: VEetky tri hlavné naphitia sd rovnake, 6, =6, = s+ V tomto pripa-

:adﬁ'm} = 51. = 6,.= 'EJ a %= 0, Mohrove krufnice sa redukujd do
0du « ' ' Y - i

. Deformacny stav

§ 4.1 PODDAINE KONTINUUM

~ Pri skumani poddajnych telies a prostredf, t.j. takych, pri ktorych pBsobe-
Nl sil vyvold deformdciu, moZno pouZit niekolko pristupov. S prihliasdnut{m -
: Loam praxou dokdzand atomistickd dtruktiuru ldtky sa javi uprednostene pouZit

. Blhroskopicky pristup. Pri tomto postupe sa l&tkae berie sko diskontinuédlna
Hﬁ_n Jnj zloZenie zohYadnuje #astice atomovych alebo molekuldrnych vel'kostf.
' h%;hnnluname tek hlboky prehlad o zataZenom poddajnom telese, ktory je sfce za-
?ﬁ%inﬂunf na fyzikélnom zdklade, avSak uz jednoduché veci sa tak skomplikujd,
;Eﬁjﬂ Je ich velmi taZko matematicky popisat, pripadne rie3it. Teoria zaloZen§
. Nib tomto pristupe sa opiera na vela predpokladoch a pre prdcu in¥iniera Je
 §fle v su¥asnosti nepohodlnd & neisté.

'N}ﬂw budeme preto pouffvat makroskopicky pristup, pri ktorom sa predpokladd
L Ixiotencia kontinua, definovaného v \vode tychto skript. To znamend, e te-
l#vom obsishnuty priestor Je spojite vyplneny latkou, a vietky pre pretvore-
~ hle telesa ddlezité velidiny sd spojitymi funkeiami polohy. Palej budeme
F’:hrwﬂpdkladat, Ze ldtka sa sklodd z identickjch objemovych elementov. Predpo-
j;;tiﬂddma teda hnmbgénne kontinuum. Pou?itim makroskopického pristupu sa sta-
. fovuje Fenomenologick4 taﬁrin, podla ktorej sprdvanie materidlu vplyvom za-
' 1§1ul¢nia, na zdklade experimentov, popifieme pomocou vztshov, v ktorych budd
. Wyntupovat uréit$ materidlové konstanty. To je a bude ulshou atomérnej, mik-
f?&}ﬂnhupickaj teorie takéto vztahy a kondtanty zo skutodnej Struktiry hmoty
'ij;ﬂleduvaf-a objusnit. V uréitom rozsahu sa to uZ udialo, napr. v oblasti
| inorie tuhého telesa, fyziky kovov a inde. Uvaiujme, Ze teleso v nezataie-
5?ﬁnm stave zaujimas v priestore urditd polohu, ktord budeme nazjyvat konfigu-
Ufyﬂutnu telesa. Potom, v zmysle teorie kontinua, mbZeme vytvorit v telese ob-
.;:dimuvé elementy, ktoré budeme chépat ako hmotné body, ktorym priradime cha-
. Pukleristicky sdradnicovy systém. Vplyvom zataZenia sa pévodnd konfigurdcia
. telosa bude menit. To znamend, Ze objemové elementy budd menit v priestore
:_Tgf":.'-l!.rn‘iu pﬂinhu. V posunutej, deformovanej konfigurdcii m8Zeme opédt jednotli-
.?ﬁiym hmotnym bedom priradit zodpovedajici sUradnicovy systém. Vyvoj takychto
i.ﬁ;gﬁ sobe nasledujicich konfigurdeii budeme chépat ako pohyb hmotného telesa
?Eii priestore a &ase. : g :

L |;_|_
ult

B rozdielu medzi starymi a novymi siradnicami sledovaného bodu dostaneme

g lluik;.r vektora posunutia,
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Zmenu polohy telesa v priestore, spfsobend posunutim, mbZeme rozdelit na iu~
hy pohyb telesa (transldeia 8 rotdcia) a na pretvorenie telesa. V Halﬁich
kapitoldch nds bude zau jimat len pretvorenie telesa, to znemend, Ze vyligi-

me tuhy pohyb telesa. Tuhy pohyb telesa zohrdva velkd ulohu pri geometricky
nelinedrnych Wlohédch mechaniky kontinua,

~ Pri pretvéranf mbZe sa teleso sprdvat rézne. MoZe byt elastické, plastické
alebo mbife tiect. Celd oblasat tohto sprdavania homogénneho, izotropného tele-

sa popisuje reologia, a jedntlivymi sprdveniami sa zaobersju Specidlne ob-

- lasti mechaniky kontinua ako tedria prufnosti, teoria plasticity, teoria |
viskoelasticity. i

4.2 LAGRANGEOVSKE A EULEROVSKE SURADNICE

Nech mnoZina hmotnych bodov {P&}-predatauuja potiatoni, nedeformovand kon-
figurédciu telesa v Zase ty+ Tejto mnoZine jedno-jednoznaZne prislicha mno%i-
na bndﬂﬁH{Qk}, predstavujica deformovand konfigurdciu telesa v &ase t.

Nech bodu P{ET,xé,xj] v n&dafnfmnvanaj konfigurdcii zodpovedd bod Qx,,x,,
x3} v deformovanej konfigurdcii (obr. 4+1) . Posunutie od bodu P k bodu Q
oznafme vektorom posunutia U, '

Obr. 4.1

Pohyb teles&_

| Pri popise pohybu telesa mo%no volit dva postupy. V prvom postupe je pozoro-
vatel pevne spojeny s k-tym objemovym elementom telesa v nedeformovanej kon-

- Q0 -

fzjrigurﬁcii a z tejto pozfcie popisuje vdetky danosti pohybu. Tento spfsob po-
" pleu sa nazyva Lagrangeovskym, alebo ties materidlnym &i substancié&lnym.

5§i'¥ pofiatoZnej (nedeformovanej) konfigurdcii mé bod P sdradnice X;0 1= 1,2,
), ktoré nazyvame Lagrangauvakfmi'sﬂradnicﬂmi. V priebehu pohybu zaujime
bod P atdle iné Q-body v priestore, ktorym prisluchaju siradnice X4 i=1,
2,3, ted.

Xy = 11{11,32,131 i=1,2,3 (4.2-1)

ri Lagrangeovskom sp8sobe popisu vystupuji sdradnice bodu P v nedeformova-
hej konfigurdeii ako nezdvislé premenné. Pre nejakd vlastnost £, spojend
# litkou telesa, bude platit

£ = £(X1,X,,X5,1t) | (4.2-2)

el T s C R T
L Futah .|:"" 5 .:-l..'l-u‘- +if

f o derivécia podYa Zasu bude

ar or
= T s {4!2"'3}
dat  9t/L

¥lo index /L upozornuje na Lagrangeovsky charakter pri uskuto&novani deri-
L vhoie, -

. Pro vektor posunitia U médme

. 8 pre jeho parcidlnu derivéciu podra pofiatodnjch siradnfc bude platit

du ox
1. - L _ 8 5 i=1,2,3 _ (4.2-5)
ﬂxj xj t
5 X, .
. iln zrejme, Ze E——-t Sij, %o si mbfe Zitatel lahko dokézat.
; X

¥ druhon pripade je pozorovatel pevne spojeny s bodom priestoru Q, ktory md
iézlﬂrudnica X3 1 = 1,2,3, Sdradnice X; nazjvame Eulernvgkjmiredr&dnicami 1
. Bpbuob popisu pohybu = Eulerovskym. thnrnvatar_pazuruje z bodu Q pretvurns
~ file telesa, zmeny vlastnosti a stavov apojenyjch & telesom.

""‘\.
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Pohybujice sa objemové elementy, ktoré z pohladu bodu pozorovatela su Epuaan 3

né s Lagrangeovskymi siradnicami, budd urﬁnné polohovym vaktnrﬂm
xl = Ki{x1.:2.xj.t} i g | : " E4.2-ﬁ}
V tomto pripade hd Eulerovské sidradnice bodu, t. j.'aﬁrndnica bodu v deformo-

vanej konfigurdcii, zvolené ze nezévisle premenné. Vlestnosti alebo stavy
au udané ako '

P = fti1,x2,x3.t1_ - - " (4.2-7)
a ich derivﬁcia podYa Zasu

ar o . r

e i m— (4.2-8)
at ﬁxi i ot ¢

Pritom gg-je aubafﬁnciunéiha {mafuriﬁlnvﬁj,:r Jje lokélne a ii EE. je kon=-
L’ : x
' i

vektivna derivdeia. Pra vektor pasunutla bude v tomto pripadn platit
uy = xi'- xi{xl,xz,xj,t} i=1,2,3. (4.2-9)
‘& derivédcia

ﬁui - ox.

i '
| — - g e— - "1 :
ﬂxj' ij 'ﬂ:n:.j . .E_i}

: Bnp¢a1aI sme kv0li vBeobeécnosti pradpukladal1, *e pretvorenie telaaa zévisl
aj od &asu. Tak je to vtady, ‘ked materidl teie. Pri elastickom materidli
nds zaujima stav nedeformovanej konfigurécie po zataZeni, pridom tento dej
nie je zAvisly od Eﬂsu._Pratp'ﬁujam gasu ndm bude sluZit len na rozliSenie
polohy konfigurdcie. Preto upustime od &asove zéﬁisluati v pravom fyzikdl-
nom zmysle slova, ak vyluZne nepbjde o dagovo zdvislé deje v kontinuu (napn
dynemické deje) a pouZijeme ho len na oznafenie polohy teleaa. z tnhtn dbvo-
. du hudeme piaat pre Lagrangeovskj postup -

:.xi'f 1i{151.
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o pre Eulerovaky popis

ﬂ._.:E- = ."I{ o= Li
J{i = Iitxj} I"I'!'_hl.-E 'y v

Tu: N . ?ﬁl N N Y
up =X =Xy EY T (0t

ivaZujme teda, Ze v &ase t, Je teleso nedeformované. Jeho, eko hmotné body
uvaZované objemové Blementy, 8i charakterizované siuradnicami Ii Lagrangeov~-
nky apbsob popisu, ktory siradnice X; povaZuje za nezédvisle premenné veliZi-
ny, Jje popisom pomocou sdradnic neﬂﬂfnrmnvanéhu telesa.

Vtase t je teleso v dfsledku zataZenia zdeformované. Jeho objemové ele-
menty sa posunutim dostali postupne do injch bodov priestoru, ktoré majd sd-
radnice x;. Tieto su, ak sa objemové elementy identifikujd prdve zeaujetymi
bodmi priestoru, sidradnicami deformovaného telesa. Eulerovsky spésob popisu,
pri ktorom vystupujd xi ako nezdvisle premenné velidiny, JE popisom pomocou
siradnfc deformovaného telesa,

Ked sa praﬂpukladajﬁ malé pretvorenia, budd sa obidva spbsoby, ako neskér
uv1dime, mélo odlisovat od seba, tak?e ich budeme povaZovat za identické.
V teorii malych pruZnoplastickych deformdecii{ sa vo vé&Sine pripadov predpo-

- kladaji nekonene malé pretvorenia. Potom nevznikd Ziaden rozdiel v spbsobe

popisu, pretofe tu nerobime rozdiel v polohe deformovenej a nedeformovanej
konfigurdcie telesa,

Ak sa rieSia dynamické problémy, odpori¥a sa pouZivat Lagrangeovsky spbsob.
AJ pri stabilitnych problémoch, pri ktorych dochddza ku konefnym deformé-

pidm a treba preto rozlidovat od seba deformovany a nedeformovand knnf:gu-

rdeiu, sa Sastejdie uplatnuje Lagrangeovskd Formulédcia. Je to aj z toho db-
vodu, Ze vo vh&Bine pripadov je poloha nedeformovanej konfigurédcie znéma.

4.3 PRETVORENIE TELESA

: Mﬂﬁlienka vztahovat napHtia k pretvoreniam prvy raz vznikle u Hoberta Hooka

(1635 - 1703), ktory ju definoval zdkonom "Sila v nejakom pruZnom telese je

~ priamo _umernd jeho roztiahnutiu !éredfianiu}". Tvrdenie tohto zdkona je

- #rejmé pri pruZnom telese, ako je napr. guma & jemu podobné ldtky. Ako vie-
. me, samotny pohyb telesa pozostdva z tuhéhu pohybu telesa ako celku a zvlast-
" ného pretvorenia telesa. :

-
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KedZe tuhy pohyb telesa nevyvoléva napktie, nevztahujui sa priamo posunutia
na napitie. Aby sme mohli dat pretvorenie do sivislosti s napétim, musime

uvazovat stlafenie a roztishnutie telesa. Za tym dfelom uvaiujme v telese,
ktoré je v polfiatolnej konfigurdeii, tri susediace body P, P' a P’’’ (obr.
4.2}, :

Xpa ¥y

Obr. 4-2 .
Deformdcia telesa

Tieto body sa transformujd do bodov Q, Q" a Q" v defprmuvanaj konfigurdeii
telesa. Zmena plochy a uhlov trojuholnfka sd urfené, ak pozZndme zmenu dizky
jeho strédn. Inymi slovami, ak poznéme zmenu vzdialenosti medzi dvoma vSe-
obecnymi bodmi telesa, mdZeme identifikovat novd plochu telesa v priestore.
Popis zmeny vzdialenosti medzi dvoma bodmi telesa nazjvame analjzou pretvo-
renia. '

UvaZujme nekonelne maly priamkovy element, spdjajuici bod P{H1,I2,13} 50 su~-

sednym bodom P'(I1+ﬂ11,I2+d12,x3+d13]. Stvorec dizky tohto elementu v poia-

tolnej konfigurdcii je

-—

2 2 2 2 _ L -
dsy = X7 + AX3 + AX3 = 8, JaX; X, | (4.3-1)

Ked sa body P a P’ dostand do bodov thi} a q(:i+dxi] i=1,2,3, 8tvorec
 di%ky nového prismkového elementu bude oo

2 _ .2 2 2 : )
.ds = dxj + 0x5 + dx5 = Eijd:lfidxj | {4.3‘21

Pre elementdrne prirastky suradnfc mdme

Exi
dx;, = —= dX. -
to9x., J
J -
' (4.3-3)
.Bxi
d = —= g
% Exj *3
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Eihunadeniu (4.3-3) do (4.3-1), resp. (443-2), upravime Stvorce dl%ok na tvar

2 i j
°o i) 0x; 8x, - @

(4.3-4)
Dx. B¥x .
ds® = 5, . —= —d 4%, 0K
J 3x, Bx
- lozdiel Stvorcov dizok po a pred deformdciou bude
Ox. Bx
2 2 1 -7
ds® = ds° = §., -2 dX,4X_ - §. .d¥X.4dX, =
0 1] ﬂxl axm 1" 'm 1J.x1
ﬂ'x” axﬂ
. S.mp. == ax,dx. - Eijd}{id]{ =
i

f,IUn zrejmé, Ze v (4.3-5) sme premenovali siftacie indexy vo vyraze pre ds.
. Ak podobnym spdsobom vhodne premenujeme suma®né indexy v ds , dostaneme

9X,. BX
2 2 o A
ds — dEﬂ = Eijdxidx.j - Sﬁﬂ 'ax‘ Ex* d:idlj =
i J
= {Sij “Oup Xy X g 5] ax; dx; (4.3-6)

lontali sme teda dvojaké vyjadrenie rozdielu &tvorca dfiknﬁfuh elementov:

Ox, Ox

) 8 |
0s® - dsC = (3*1#3 %, %, - Eij) dX;0X5 =2 E; ;0X;0K; (4.3-7)

9, Txp

2 2 o Op _

dﬂ - dﬂn = (Sij - é‘mp axl ‘azi )d:idx;j —2 ﬂijﬂxid!j {4-]-5}
J

¥ (1.3-7) sme ozna¥ili symbolom E;; vyraz

1 Ox gx ° '
Ei- ] = - 3 d' ﬂ = S-. . -
1J 5 ( o E‘Hi aaxa 1;j> (4.3-9)
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a v (4.3-8)
! X, ox
@ = - B - g B :
d 2 (ij «p HIi Hx.j : (4.3=10)

Dé sa dokdzat, Ze E, i |
, Ejj @ ®;; 84 tenzormi druhéhe stupiia. Tenzor E. . bol zave
ij =

c Pr

tas v 1i j = E 14 ¥ le.
to aa literatire oznafuje Grean Lagrangeovym tenzorom deforméci

Tenzor e, -
pre kﬂn:EJﬁzﬁ‘i?dﬂl Cauchy pre nekonene malé deformécie, Almansi a Hamel
Formoss n zﬁfﬂrEQQie. V literatire je zndmy pod menom Almansiho tenzor de
;_;;;__;- pr Fﬂ?ne Eulerov tenzor deformécie. Druhé pumennvaE;;—:E;;;;hzT“
radni; ) ﬂe;ﬁvlala Premennymi velidinami v tomto vyraze sui Eulerovské ;Ei
@ X;. Tenzor E. . je teda derfi au=
i inovany v sy :
v stradnizovon ﬂyatﬁng . ny radnicovom systéme X; a © 3

Obidva tieto tenzory ad Symetrické, t.j.

E' = " i ’ =
ld EJl' Eij = Eji

I‘iHI!J;}"m d'ﬂ'ﬂlﬂdkﬂm I'ﬂk‘ﬂfﬂ { 3" ? a 41 - = -
P 4- ] j

Eij=eij=ﬂ

I - - # i | |
E:f::ﬂ:in:aml, aﬁ;pr: deformdécii telesa zostdva Al3ka kalddho priamkového
czméneéna, ide o tuhy pohyb telesa. N '
o . _ - Na zédklade toho vyplyva
pbh;:tnuu 8 postatujlicou podmienkou na to, aby deformdcis tale:: i:lhﬁfuarl
om, musia sa vietky zloZky tenzora deformdcie E: ., res “hf?
telesa rovnat nule, Spominand vl o " Eid rrapi
Hdigtin o ; astnost tychto tenzorov hovor{ v podstate o
- 4 @;: : voii tuhémy )
S darnrm;nii viﬂii,,_ pohybu tﬁleaa, €o sa s vyhodou v teorii
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+4 ZLOZKY DEFORMACIE V PRAVOUHLOM
KARTEZSKOM SURADNICOVOM SYSTEME

" livaujme vektor posunutia (obr. 4.1) U so zloZkami

U, =X, —Im (e = 1,2,3) (4.4=1)
~ fwitom
3 9
ox; Xy |
{4-4_21
a:{m _= 3 ! _ aﬂm
dx; %1 ox,

 osadenim (4.4-2) do [4-3-?}, resp. (4.3-10) dostaneme jednotlivé tenzory

v zname jSom tvare

1 I auﬁ_ ﬂuﬂ ._
By = - _(axi +3ﬁi)(-axj +3M) -EHJ :
.1' k:auﬂ ﬁuﬁ g EUﬂ ﬁ“ﬂ ‘) ]
= - + e b Q. e+ 8. | -8, |
i i
2 [\3x; 9x; PI ax, fi ox 4 EPE
- 1 ) :
= 5 {ui,j + uj.i * uliiulrj]. (4.4=3)

Pri dprave {(4.4-3) sme vyu#ili vlastnost Kroneckerovej delty, menovite
Eﬁiuﬁ = Uy, Eﬁjuﬁ = “j a napokon sumadény _indax p v nel:._mﬁr'nﬁm ¢laene

ome premenovali na 1.

Modobnou dpravou dostaneme Almansiho tenzor v tvare

4 _ N
54 = ;_- £ui,.j + uj,i - ul,iul,:]J (4.4-4)

Je zrejmé, %e v (4.4-4) sl zlofky posunutia, na rnzﬂiel od (4.4-3), derivo-
vané podla Bulerovskych siradnic x;.
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Pri starfom zna&en{ (x,y,2 pra x1,12,33, X,Y,Z pre 31. 2.1]; u,v,w pre u1,
uz.u3} z (4. 4-3} resp. (4.4-4) pre jednotlivé zloZky deformdcie dnatanama

du 1| /. fav\2 ow '
E E e o = —_— | —-— + | -
XX 8x 2 L\ax () 4 X
fu 1 [(ﬁu)z ‘ﬁv)z ?.'-w)e
2] % S = = — + P 4= s
* i S ax ax Bx

: : - {414'5]
1 [3u v (Eu Ju v Ov Eﬂ Elir) )
Ex S o= | e -4 e — f ——
Y 2 |dY X ?x 3y %x Y ‘ax oY
1 [Bu av _(‘E!u'. Bu  Bv By ‘Ew 'E'mr)
e R R - o e —
27| 9y 3x ox ’ﬁ:,r 3x Ay ’E!Jt dy

atd.

Pn::namanﬂame edte, ia u sV, w 8d I‘unkuiami I,I Zy tejoe runkciami polohy burﬂu
v nadarnrmnvane.j konf:.gurﬁr.:u v Green - Lagrangeovom tenzore deformdcie, a
pri Eulerovom tenzore deformdcie s funkeiami sdradnic x,j’,z, tejs funkcia-
mi polchy bodu v ﬂafﬂrnmvﬂnaj knnflg.lrﬁr:il-

Ak sd zloZky posunutia u, také, Ze i'nh' derivédcie podla guradnic sd veImi ma-
. 1é &f{sla; potom su¥iny dvoch derivédcii sd sanadhatﬂrné, az. {4.4-3}, resp.
- (4.4-4 } dostaneme cﬁunhyhn tenzor nekoneZne mal;.h:h deformdcit

1 T du;, Ou, . -

E — ... o = e [ e _-l : ‘.-

137 7 i, "3,1 2 (B: o, ) | _{4.4 ®
_ | i |

Pri nekone&ne mal:‘inh defnrm&niénh. ako sme u# npﬂminali _ narnzllﬁu,jane ma-
- dZi edradnicami bodu v deformovanej a nadarumu?sna.] konfigurdecii a z toho
d6vodu zanikéd rozdiel medzi Green - Lngrangauﬂ;#m a8 Almansiho tenzorom defor-
mdcie. Nie je podstatné, &i ﬂerivﬁr:u pnaunutia ga robia- pndl’a al.'iradnia pred
£1ahn po dafnrmﬂui.

Pre ﬂaucharhu tenznr naknnm!na mal:.?ch deformécii z (4. {.-E-J dostaneme v atar-
Eum vy jedrent :

o ___31.1 o T.I:ﬂu 31]
x 9x ' o -HI? “yx 2 Ldy 9x-
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lnjm:l. ﬂlwam pnmamé uknaania 'T:x’ 'r » Ts

Iiuk tenzora 8y

Huh na pamﬁt:.

1.

E

[ Bu . Bw ]

ov 1
aﬁfrtg;"— 'xn’:azI'E_;;*;;_d
w 1 [ 8y  Ow’
a8 = e = 8 = - — -
S P 2 W 219z 8yl
Wlobo tieZ v tvare
T °xx ®xy  %xz ]
ﬁij = | é?l. iryl EFE. =
L ‘n ' E:y T n .'
T B 1 /8u 31;) ! (au' "&w)‘l
— — T —— - — —
ex  2\8y 9x/ 2\%z 9x
1 v, 1 (‘H‘v ﬁw)
= — i — — - —t —
E dy 2 \dz ~ Oy
1 /%u ‘Ew / v w\ In
T — o
2 (‘Ba Bx ) 9z 9y - Bz
fpandmka:
*j'f mnohfeh ufebniciach sa =ia£l:3 deformdcie definujud v tvare
_Ou .~ _ du Qv
LA L "’3':3"7#'“:3'55"5;
L dv ) : v Bw
5 . ':9# B i;l= EFJ _ 133__ frx =2 EE? --5; * E;
0 ; a“ _ _ ) ; : '3)!.1 ow
TR Tttt

ai dvojndsobnymi hodnotami *.'.lnu
- a,e}, My nubudame pouZivat toto nznaﬁaniu, lebo Ex, 1"1
1o nie 8d zlozkami tunznrm Tento rn:ﬂiel treba mat pri konkrétnych tipra—




- & po Uprave

~hodnotu du, na zdklade Zoho mbZeme tvrdit, %e ds + ds, = 2 ds, = 2 dX. Po-
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4.5 GEOMETRICKA INTERPRETACTA ZLOZI =K
NEKONEZNE MaLYCHl DEFORMACIT

i

V beZnej konStruk#nej praxi spravidla navrhujeme stiZisstky tak, aby nedochds
dzalo k velkym deformécidm. Preto pri analyze deformaZného stava pri takychd
to ulohdch vysta¥ime s tenzorom nekvuedne malych deformdcif. Teraz sa budo-
me zaoberat geometrickym wyznamom Jeho zloZiek, prifom budeme napr. vychii-
dzat z Lagrangeovského spbsobu opisu pohybu telesa.

Nech X,Y,Z si pravouhlé sidradnice. V tomto siradnicovom systéme uvaZujme
dfikuvﬁ element dX = dan. ktory je rovnobeiny s osou X (t.j. aY = 4z = ),
Zmena Stvorcov dfiky tohto elementu (obr. 4.3) bude podTa (4.3-6)

v
du
P=p' ol __la
=dX
—
/ L ds i X
z
) Ghrl. 4.3

Preﬂi;enia d12kového elementu

ds® - as2 = 2 E,4(dX)?

o {415'”

2 B,,(0X)2

ds + dan

das = ds_ =

o (4.5-0]

V pripade nekonefne malych deformdcif sa ds 113i od dan len o velmi mald

tom zo (4.5-2) dostaneme .

dﬂ'—dﬂn: £

- (4.5-3)
dﬂn 11 .

By =

-1{]9-

"o je vliastne pomernéd predizenie, resp.
= boZiného s osou X k jahu'pﬂ?ndnaj dlzke.
{irnunakfni'drahami zo vztahu (4.3-7).
. ny element ;

pomernd zmena dl%ky vektora rovno-
K tomu istému zdveru by sme dospeli
VyuZime predchédza juice tvahy pre rovin-
prifom nebudeme uZ robit rogdiel medzi Lagrangeovskymi a Bule-
siradnicami a budeme ich oznafovaf v8eobecne malymi pfsmenami.

. rovekymi
._'"-'._

bt
i

: u
. UvaZujme pripad, ze — a8 posunutie v smere ¥ 82 rovné nule (u, = 0),
.1"“hPi 4-4}- HIT ?

ik

- *1*
- o Uy *du,
E g = T
W -
T ™ =i
2l - |
i e
s -
E ds,= dx, %
A -
i Obr. 4.4
: Posunutie v smere osi X,
~ Potom
b au1
1 das - da_ = duy = — dx

. 0 ox L

R

B
. A po Uprave

ikl

i
i

ds = ds du ds = ds - :
2= 1= 2 = &, | 3 (4.5-4)
11
d:1 311 das

=l o
e

e

(8]

-
i
%
r

éEHManE vjragr-bw sme dostali pre 5@2, prip. pre 533, ak by 5lo o dlohu

gimﬂuatnruvd. Vidime, Ze 'Eij pre i = j sd vlastne zloZkami gradientu defor-
. Blcie v prisludnom sdradnicovom smere. : -

:%ﬂm umn.?iduli gﬁumﬂtrinkﬁ_rﬁznam zloZiek tenzora nekoneéne malych deformd-.
‘f};]il ak i # j, uvazujme deforméciu elementu podla obr. 4.5. Urobime pomer
.%jHMH vo vySrafovanych trojuholnfkoch a dostaneme |

o)
g
1

%

"+ E

P | ﬁu' B

.':. > ﬁx ax :

i 1 L I

i . — = o - (4.9-0)
g 'E'L‘I 1 . ﬂu 1 .

= dx, + ——=dx1 1 + —
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=
¥
'D'brl 4-5
Skosenie elementu
Tasp.
ﬂu1 . : 'ﬂu1
ﬁ;; *2 H:E _ . !
— = e o ) v ) § - {4-5-?'}
ﬁuﬂ Euz _ , . :
d:z + == ﬂHE 1 + =%
3:2 Hxa
Za predpokladu maljch deformdcif{ mbZeme vy¥razy Ew- a — oproti jednotke
’ ) o .. - x1 Iz‘
zanedbat a z (4.5-6), resp. (4.5-7) dostaneme
ox tu x du
; =|& 2 - uy 47 E l_a LI, Uy o (4.5-8)
i u : '
1 + _— 1 _ 1 + .EZ 2
511 312
- 2o #ﬁfaﬁu'f4.4—ﬁi napr. pre i =.1 a j = 2 nédme
o1 : .

.}:Pﬂrhfhlniﬁ'fi-ﬁiﬂl h.{4-549] vidime, Ze llﬁiky tenzora nekone&ne malych de-

'_:rnrmiﬁii pre i # j vyjadrujd poloviZnd zmenu pravého uhla X4 @ x, podra

-'i Ako sme ﬁi'uviaﬂli,'v iﬁiinieraknj prexi sa zloZky tenzora &5 pre i #

zdvojndeobujui, oznafujd sa symbolom A .a nazyvaji sa pomernymi uhlami sko-
senia., | | )

- 111 =

-

& 4.6 NEKONESNE MALE ROTACIE

f@.gélwazujma pole infinitezimélnych posunuti u

i{x1|IE|IJ]- Jeho grﬂdiﬂnt bude
@ tenzorom druhého rédu ' |

= = | gij e 1,d =1,2,3 (4.6=1)
2
B lipravou
: & _t' .. 1 1 _ 1
A P A T W RO A CHPR Y

'ﬁ.nmu ho rozdelili na, symetrickd a nesymetrickd &ast. Symetrickd Eaat % {ui . *
: '“j,i} je vlastne Cauchyho tenzorom nekoneéne maljch deformdcif Bij & "

1 _ .
U157 705,50 0y,0) = -y (4.6-2)
. B

& o antisymetrickym tenzorom, ktory md len tri nezdvislé
E .ﬁﬁdingundla antisymetrického tenzora sug nulové). Tenzor

] =
e
K ol

zloZky (&leny na

g | 0 Y12 %3

f?lmdemn nazyvat tenzorom nekone&ne malych rotdcif{ (natodenia)., Z vlastnosti
;;unliagmstrick?ch tenzorov vieme, Ze méZeme vytvorit dudlny vektor

=g

1 .
e 'i'lk ) E Ei'jkﬂilj | T . {4.544}
ﬁihlurﬁ budeme nazyvat vektorom rotdcie {natuﬁania}. €
Bymbol .

ik Je znémy permutafnyg

B

>

e

. Ku vztahu (4.6-4) moZno odvodit inverzn} vyraz pre tenzor rotdcie

D R M

@i5 = o550 Yy : | (4.6-5)

B

H

V kapitole 4.3 sme ukdzali, e nutnou a

| postadu jucou podmieénkou pre to, aby
 hejaky bod, vE{tane jeho malého okolia,

Vykondval tuhy pohyb,—je, aby zloz-

e e e e
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ky tenzora dernrmﬁaia'Eij = ﬂij = 0. Tuhy pohyb pozostdva z transladnej =

rotadnej zloiky. Transldciou pri maljch deformécidch je posunutie Ui(o)®

Teraz vznikd otédzka, o je to rotdcia. Ukdfeme, %Ze pre pole maljych posunut i, 3

pre ktoré je tenzor deformédcie v nejakom bode P nulovy, rotdcia okolia bodu
. P bude dend vektorom rotécie «, . Nech bod P’ zodpovedd bodu P v deformovu

nej konfigurdecii a bod Q je bodom z okolia P. Do bodu P' sa dostaneme trann-f

. lédciou telesa ui{ﬁ] a relativnym posunutim duy (obr. 4.6).

~
A - f' e B'

DhI‘- 4 lnE
Pohyb bodu P

Posunutie bodu P = uy obaahuje teda transla&ni zloZku uiiﬁl do bodu (P) o

relativne posunutie ﬁui do P'. Ako sme u povedali, pri teorii maljch deﬁur;f

mécii Ki & X9 €0 md za ndsledok, Ze tuhy posuv vyliZime a relativne posum

: ' du
tie du, =§—i-dxj << 1. VyuZitim vlestnosti gradientu deformécie E—L'mﬁﬁemr
'
J

pre relativne posunutie bodu P, ktoré vo v3eobecnosti zanedbat nembZeme,
pisat '

1 | |
dug = o (ug,5 * 05,1008 ¢ = (uy 5 - uy g )ox; =
== Eijaxj + mijd;j ' | f#;ﬁ-fr}

Celkové posunutie bodu P do P’ bude u; = ugay ¥ &ijdxj + ﬁlijdxj; Za mehrl

pokladu tuhého pohybu ja” 515 =0az (4.6-6) dostaneme
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Mot G0 = G p@oxy = (W xax); (g

: ;ﬁ Teda relativne posunutie bodu P je vektorovym s'&inom
i%}t&ua teda zhrndt, Ze zloZka posunutia ui{u}'ném predst

o ﬁ’ij_f rotéciu elementdrneho okolia P a Bij &isté pre

I H
gt

Wadx, ﬁa zdver mb=-
avuje transldeiu,
tvorenie okolia bodu P.

ﬁ? Nokone&ne malé okolie bodu P méfeme teda do k

1 onefného stavu previest vid
. Pomocou nasledujicich krokov: . . | i

i_u] element je podrobeny deformécism Ei-'a potom je orientovany tek aby
." L ’ ’ |
E smér hlavnych napiti bol totoZn¥ s ich pAvodnym smerom; '

. h) element je podrobeny takej transléeii

i » 8by bod P zaujal svoju kone#nu po-
e lohu (posunutie “i[n}}i' R : pe

r

. 0) element rotuje okolo bodu P tak, aby zaujal kone&nd orientdciu. T4to ro-

tdcia je popfesand vakto;nm.umi a Je zrejmé, Ze ide vlastne o rotéciu
hlavnyeh osf. :

T

el

4.7 ZLOZKY Icnm’frrfcﬁ DEFORKACTS

L

E;Hﬁﬁ ?ig 8l zlofky pretvorenis malé; je ta%¥ie stanovit geometricky vyznam
i BloZiek tenzora deformdcie. '
?;Hwa%uama pravouhly stradnicovy systém X3, i = 1,2,3, vzhYadom na ktory sd
hﬁdnfl?uvgné zloZky Green --Lagrangauvhn tenzora deformécie E;:s V tomto si- -
%;rudnlaﬂvnm systéme uvafujeme priamkovy element dX so zloZkami dX, = ds_,

_ [+

| 0% = ax3'= 0,

ks
¥

. lefinujeme pradiﬁania E1 tohto elémantu nasledovne

_— da = dsn o .
1 . _ | (4.7-1)
.ifulebu -
ds = (1 + E;)ds, (447-2)
% (4.3-6) méme
| ¢52'- ﬁaﬁ = 2 Ei&diidx.'é E_E.-fdx ;? - A o (4 s
s J 19144, | . T J}

-
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Kombindeiou rovnic (4.7-2) a (4.7-3) dostaneme

(1+EB)2-1=2 By (4.7-4)

alebo

E1 = pf; + 2 E11 -1 (4-?"5]'

E, ném teda preﬂnfavuja relativne (pomerné) prediZenie priamkového elementu |

V smere nni_I1.'Puﬂuhné vztahy by esme dostali pre smery 12 a 13, Trésp.

Z rovafe (4.7-5) a (4.7-6) vidime, Ze zloZky tenzora konefnych deformédcit

nemaji priamy Fyzikdlny vyznam, ako Je to pri zloZkdch tenzora malych defor: |

nédcif. Celkove méZeme povedat, Ze Eqqs EEE‘ E]] ném charakterizuju relat{v-

ne prediZenie priamkovych elementov do deforméecif rovnobeZnych so suradnice- |

vymi osemi. Ak napr. Eyq Je oproti jednotke malé, potom

&o, aamuzrajmel moZno predpokladat len pri teorii nekonefne malych deformdi-
cii, ako sme to ukédzali v kapitole 4.5.

Aby sme urdili Fyzikdlny vyznam zlpiky E1E' uvaZujme dva priamkové element y
ds, a dEﬁ podla obr. 4.7, ktoré v nedeformovanom stave zvierajd pravy uhol.

Kll

as, X

Obr. 4.7
Priamkové elementy

{4-'?'{1:' '.
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= 1o deformdeii budd tieto elementy ds, (dx;); ds, (8X;). Po vykonani skaldr-.
* neho si¥inu |

- ' (i) Bx 9x, ax
dads coasl = dzkdi’k = -x—k- ﬂI-i — dIJ = K -x—k- duudin
ﬂxk ﬂxj ox, 8X,
iﬁ Vzhladom na (4.3-8), pretole 312 = 0, mﬁma
F E12 = 1-(:35! EEE
2 331 Ex2
l'otom '
dsds cos® = 2 B, ds a5, . C (4.7-8)

v rovoice (4.7-2) a (4.7-5) dostaneme
b

ds = |/1+28,, ds,

[
el

47 = }/1 + 2 Ey, 45

%%Pﬂtum z rovnice.(4.7-8) vyplyva

Joried
.

o 2 E,.
cos® = 12
V‘*EEH V1+3322

{4le91

-
-

ﬁyﬂhnl @ je uhol medzi priemkovymi elementmi ds a dau po deformdcii. Zmena
~ ihla medzi dvoma priamkovymi elementmi, ktoré boli povodne na seba kolmé,
o %1, = %/2 - 6. Z rovnice (4.7-9) potom dostaneme
. - :

2 Byy

i
4.

%

4] ]

&

. einw,, = (4.7-10)
¥ pripade maljch pretvoren{ sa ném tento vjraz zredukuje na
%12 * 2 By (4.7-11)

”?“ﬂlngickq interpretdciu moZno urobit pre Almansiho tenzor deformécie o5 5




L
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4.8 HLAVNE PRETVORENIE

Vzhladom na to, %e tenzor deformdcie je symetricky, méZeme odvodit analogind
ké zdvery, ako sme to robili pri tenzore nuplitia,

len namiesto slova nupi=
tie pou%ijeme pojem pretvorenie (deformécia).

To znemend:

a) existujud tri hlavné pomerné prediZenia €1y &5, €3, ktoréd sui riedenim
kubickej rovnice

Big = &85]=o0 | (4.8-1)

Korene rbvﬁiﬂe (4.8-1) s vletky redlne %{isla.

b) pre ka¥dé hlavné pomernd pradfiuniai napr. E,, existuje hlavnd os so
smerovymi kosinusmi ?57} ?é‘l Fi }. ktoré sd rieSenim rovnice

(835~ &d;09{" =0 (i =1,2,3) (4.8-2)

Tri_sady riedenf (¥ 1), BB y§{1, ({2, y {2, {2, (y (3, v i3,
1l3 ) 8d zlo¥kami troch Jednotkovych vektorov. Ak korene rovnice
H.E-ﬂ_} 8 navzdjom rbzne (&, # E'E # E‘-]}, potom vBetky tri hlavnd

- 081 tvoria ortogondlny sdradnicovy systém, Ak dve z troch hlavnych po-
mernych prediZeni si rovnaké, potom rovnica (4.8-2) m4 nekonedne velwa
rieSeni, pridom jedna z os{ spravidla byva osou symetrie.

Ak 51 = EE = Eh' potom kaZdy pravouhly siradnicovy systém je 1SS.

¢) roviny kolmé na hlavné osi naajvﬁmn hlavnymi rovinami.,

d) ak sireadnicové osi splyvajd s HSS, potom tenzor deformécie moZno vy jad-
rit v tvare

5-1 0 0
0 5-2 0
0 0 Ej
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f'ul existujui tri nezdvislé invarianty deformicie:

I, = aijﬂid

T2 = 5 %k % (4.8-3)
1

Iy = 3 ®ik ®xm g

moZno aplikovat aj Lamého elipsoid deformécie.

© 4.9 INE MIERKY PREYVORENTA

“ﬂ;£3Traba si uvedomit, %e poplsané tenzory deformdcie nie si Jedinymi typmi.
’;ﬁ_urﬁania uvedenych veli¥in ulahduje Pythagorova veta, podla ktorej sme sta-
'-}frmvili, Ze Btvorec vzdialenosti medzi dvoma bodmi so sliradnicami Xiy Tesp.

‘ Hi + d:‘[i .;jﬂ'

(08)% = (ax;)? + (ax,)2 + (ax,)? (4.9-1)

Vychddzaejic z tohto predpokladu sme definoveli Eulerov, resp. Green - Lag-

. Pingeov tenzor deformdcie pre konelné deformdcie & Cauchyho tenzor melych
E fﬁ-ﬂﬂfnrmﬁnii._

: E;iﬁﬂt?ﬂrﬂﬂiﬂ telesa vSak nemus{ vychddzat z tychto dvah, Napriklad méZeme po-

W 'Meat zmenu ds miesto (da}z, alebo mbfeme poufit sadu deviatich prvych par-
. tifdlnych derivdcif pola posunnti

1,1 Y1,2 9.3

{“i,J] = | Y2,1 U2,2 UYp3 (4.9-2)

L ktory sme v predchédzajlicich kapitoldch nazveli gredientom deformdcie. Roz—

i dolen{m tohto gradientu, ktory Je tenzor 2. stupna, na symetrickd a antisy-
I?mntrickd East dostaneme

') mo¥no zostrojit Mohrove kruZnice na grafickd analyzu deformécie. Podobne

T ——————



(ug 4) = ;.2 7 (up ytuy ,) | o+
Sym., u3'3
0 3 Uy ,=uy ) b (U 4 eus L)
E 1'2 2|1 E u113 3l1
+ 0 G 3=u3 ) | (4.9-3)
antisym. | 0

Je evidentnd, Ze prvéd, symetricks Zast gradinntu je zndmym tenzorom malyoh
deformdcii.

Majme dané zobrazenie o
X =X +u - (4.9-4)
pre ktoré Cauchy definoval Jal¥ie tenzory deformdcie
?x, 2 - - ox, 9 :
'ﬂid = —! ";x'—k' P I'esp. Eij = "-‘! ""x'g" {4-9-5}
Ope¢ne definoval tieto tenzory Finger
oX. 9x _ ox, Bx
Bid' = -'El— -—‘i ' resp. Ei.j = "-!" """'i (4.9-6)
ﬂ:k ox, (2 ﬂxk : .

Tieto tenzory viek nie sd invariantnd vofi tuhému pohybu telesa, pretoZe
v tomto pripade {xi H xi} Je Eij = Eij' Eij = EEJ. Tyfmito tenzormi an'ﬁalaj
nebudeme zacberat.

5. Rychlost posunutia, podmienky kompatibility
- deformécie |

5.1 POLE RYCHLOSTI POSUNUTT A S

v predchédzajicich dvahdch eme vylu&ili wplyv &asu na Jednotlivé Fyzikédlne
procesy. UvaZujme teraz, %e deformdcia telesa je zdvisld od gasu, to zname-
nd, Ze bude zdvisiet od rychlosti posunutia Jednotlivgch hmotnyech bodov z
Jednej konfigurédcie do druhej. Ak zohladnime polohu ka2dého hmotného bodu

na nejaky vztainy systém so nﬁradniuami (x;, 1 =1,2,3), potom pole rychlos-
t1 posunutia bude popfsané vektorovym polom f[:i}. ktoré definuje rgchlost
posunutia v kaZfdom bode kontinua {:1,12,:31. Ak zloZky vektora malych posu-
nuti su u;, potom zloXky vektorového pola rychlosti posunutia budd

Bu,

Vi = v(xg,x,,x) = 2 i=1,2,3 | , (5.1-1)

ot
Majme body P a P'v po sebe idueich polohdch so sdradnicami Xjs TESD. X;+dx, .

Rozdiel v rychlosti tychto dvoch bodov bude

-d avi 1 3 (
. 1 J . -
: ﬂxd .

kde derivécia i, 3 je robend v bode P, VyuZitim vlastnosti tenzora druhého
W ¥ : .
stupna mdfeme pisat

T eyt vy 00 o vy - vy pax

V rovnici (5.1-3) Jje ?ij ayﬁatrinkjm tenzorom druhého rddu, ktory nazyvame
tenzorom rfchlosti pretvorenia. Antisymetricky tenzor Ilij nazyvame tenzo-

rom rychlosti rotdcie (apin - tenzor). VyuZitim vztshu (5.1-1) mdZeme
{5:1=3) upravit# -
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(3 o (320 Jory £ [ 2 ()
dx; \ 3t Bx; \ Bt J ox; \ot

a(aui A LA }"“’[ﬂ .
- e —— = e | e—— . - K
3x; \9t ) T2 e .8 T g M | J

1
dv., = -
S

]

118 ° ]'a e,
- —— e B o +
f.z ot {“1,3}51 ot 43,4 K ot 1377

o . . '
+ 5,; { mi,j}dxj = E’ijdxj + 'ﬁ-'ijﬂx'j - {5'1-'¢]

Bodka (") vq vyrazoch (5.1-4) ném predstavuje &asovd derivédciu tenzora ne-
konetne malych deformdcii, resp. tenzora nekone&ne malych rotdeif.

Pnrauhunim (5.1=3) & (5.1-4) mﬁma

VTR TR Qyy= @y | 3.1-5)

Analyza pola rychlosti posunutia je velmi podobné analyze pola ﬁaknnaﬁnaiyy

lych posunut{. Vztahy a rovnice uvedené v tejto kapitole, ako aj geometric-
kd interpretdcia jednotlivych fyzikélnych veli¥fn je obdobnd vztahom a vi-

znemom platnym w teorii nekone&ne malych deformécii. Formédlne treba nahra-

~ dit elovo "posunutie" vyrazom "rfchlost" posunutia, deformécie, ... .Tedrin
rychlosti posunutia nachddza uplatnenie v udlohdch, v ktorych je rychlost do
formdcie znadnd. Pri normdlnych elastickjch deformdcidch, ako sme uf spome:
nuli, je faktor &asu zunadhatarn#..

5.2 PODMIENKY SPOJITOSTI (KOMPATIBILITY) DEFORMACIE

Vztahom

1
> Ui,5 * 95,1 1,5 = 1,2,3 (5.2-1)

sme uréili Sest nezdvislych zloZiek deformdcie zo zloZiek vektora posunutia
uy, ktoré nezahrnajui tuhy posuv telesa. Zlofky deformicie nembu byt Uplne
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innzdviulé, ale mueia spinat podmienku, e teleso ostane spojitéd (edvials)
- 8j po deformdeii. To znamend, %e mus{ existovat uréity vektor posunutia,
* ktorého moZno tuto deformdciu odvodit, Podmienky, ktoré musis zloZky ten-

. vora deformdecie plnit, sa nazyvajd podmienkami spojitosti (kompatibility)
- deformécie.,

o

. Ich v¥znam moZno spojit aj s matemetickym pojmom integrability.

f 'redpokladajme, Ze je dand sustava dvoch parcidlnych diferencidlnych rovnic

. re jedind nezndmu funkeciu ulxy,x,), ktord je definované na Jednonésobne su-
vislej oblasti R

—_— R X, + x —— -

| Keby sme chceli tento systém vyriedit, zistili by sme, Ze tieto dve rovoice
- nie su konzistentné, t.j. ked urobime druhd derivdciu u? uvedenych rovnic
. podla X5y TOSP. X,, dostaneme

92y . 3 BEu

N —— ’ =2 x {5#2'3}
1

311332 : ﬂx1ﬁxE

Vidime, %e pravé strany obidveoch rovnfc nie si 8i rovné, a teds systénm

| (5.2=2) nie je vo vdeobecnosti vyrieditel'ny. To znemend, ¥e diferencidlne
- rovnice

lﬁu | tu

-"'-=r{xpl:l —— (x’x} {-E-
EK1 s | 20 ﬁlz 4 1 2 2 4;

mb%u byt integrovatelné, ak spinajui podmienku

or g
an :'831 _. (5.2-5)

Podmienka (5.2-5) je podmienkou integrabilnosti systému rovniec (5.2-4). -

UvaZujme rovinny stav naplitosti. Dalej, na nejakom modeli sme experiment4l-
ne namerali (pripadne vypoZitali) zloZky tenzora deformécie

E‘-:I-I = E{IIFIE}: '5"2-2 — E[K:.IEJ, 5’12 = hEKT,IE}
3% 83 = Epy =0

R B - e S - T
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Otdzka teraa znie, &i tieto Udaje sd konzistentné (&i sd kompatibilné),
resp. &i mbZeme vypo#itat posunutia Uy (xy,%,), us(x;,x,) z tychto ddajov.

Ak ad deformécie malé, mbZe byt tdto otdzka poloZend v matanatinknn zmysle
integrovatelnosti diferencidlnych rovnic

S P
S e f(Xx,.X
11 ﬂ:, 172
ﬂuz .
E"EE = 5‘;‘ = E{xquIE] (5.2-6)
2
Bu, ﬂuz
25'12‘—;—"‘;&”{—4‘21'1{!1,1‘2}
2

Ked derivujeme prvd rovnicu systém (5.2-6) podla X5 ) druhd dvakrdt podra x
a tretiu podla Xy & X,, dostaneme

33u1 ?2r
dxox2 3x2
33 | ﬂ? _ .
(5.2-7)
_'_'!""'E
9x,8x7 Bx |
a3u1 33u2 2 3%h
ﬁx?axé EIEH E ﬂ:?E:E

Na zéklade (5.2-5) dostaneme nutnd podmienku z (5.2=7) v tvare

3%r 3% 2% & (5 22
t = e
Bxg Ex1 311E32 . |

Experimentdlne, resp. vypoditané vfsladky musia podmienku (5. E-E} splnovat,
ind¢ ad nesprdvne.

Dosadenim (5.2-6) do (5.2-8) dostaneme
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2 e e . -
11 " 11 = 2 12 _
ﬂxg 313 311312 ' {3-2-9]

¢o je podmienka kompatibility deformdcie pre rovinnd ﬁﬁpﬁtﬂuﬂ.

.3 PODMIENKY KOMPATIBILITY DEFORMACIE
PRE PRIESTOROVU NAPATOST

? E? Ak rozvinieme predchddzajlicu diskusiu na priestorové dlohy, méme vlastne in-
~ legrovwat systém dirbrenclﬁlnynh rovnic

:
KRR WU . {331

Ei nby sme urfili posunutia u; .

ﬁ Inymi slovami, Zest nezdvislych rovnic pre tri nezndme funkcie md jednojed-
3% noznafné riedenie len vtedy, ak funkcie Eij splna ju podmienky kompatibili-
ﬁ ty deformdcie.

H D?njndauhnﬂu parcidlnou derivdciou rovnice (5.3-1) dostaneme
3’;- :

P T e T TR F"ﬁ" :1.:.1?.-:‘.1‘ e PR = .3

1

1 "t T 5 5t a0
i
. 1
: k1,15 = 7 M,145 Y kg
(5.3-2)
i . . 1
1 Fitie =5 50 * Uy i)

1

&

ik, 31 % 5 (eq * i)

: Hﬂatanama ﬁtyri tenzorové rovnice {5.3=2) (vzhladom na symetriu E budd
ﬁiuatatné 11naérnuu kombindciou tychto ﬁtyruch} pre ktoré sa d4 ﬁnkdsat Ze

&

“isat Ba,igt Gkt Ggp T O (5.3-3)
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V¥rez (5.3-3) obsshuje vlastne 34 = 81 rovnic, 2z ktorych len 6 Jje linedrné

nezdvislych a nazjvaji sa St. Venantovymi podmienkami kompatibility defor-
ﬂ.ﬁﬂiai :

Napr. pre i = j =k =1 = 1 médme

1,1 ¢ “11,11 7 G110 - #11,11 = ©

resp. pre i = j =1, k=2, 1 =3

“11,23 % %23,11 7 81213 - 815,93 =0

2 2 2 ) 2
’ﬁ_&11+3 &, “ﬂ 512_3 513;1:1
Exzﬂxj ﬁx? Ex13:3 311312

Zvydnych pét rovnic by sme dostali é (5.3-3) v tvare

2 - o |
& B (.iﬁh”?h“a;)

3133x1 Hré 3:2 3x3 3:1

5 .
9 53: _ _E_ _ 3 g, . ? EEA.+ 3 €31
3:13:2 313 '313 _ 331 312

2 2 a2
28" &y 876y 9% 6y,

- .  (5.3-4)
311312. 'ﬂxg Eiguﬂ : |

2926 2 e 3% &
23 _ 9 &5 33
'szﬂxj ’ExJE " -‘3::22 _

2 2 2
23 €y, _ 9 3-33+’6 £,
3:33:1 Gx% ﬁxg

‘Systém rovnic (5.3-4) je nutnou a postatujicou podmienkou pre zloZky defor-
mécie, aby sme z nich ur#ili zloZky posunutia pre jednoducho sudvisld oblast,
Pre viacndsobne sivisld oblast treba k tymto rovaniciam dodat dallie podmien-
ky, ktoré tu vdak neuvddzame. ' :

Knnititutl’vne rovnice

‘litka, ktord vypina kontinuum, sa vyznaduje uréitymi materidlovymi vlastnos-
" fumi. Zdkony, alebo rovnice, ktoré popisujd sprévenie sledovaného materidlu
* pri p6sobent vonkajiich vplyvov, sa nazjvajﬁ kunﬁt§tutivqxgi rovnicami. V
pruinosti je to zdkon, ktory urduje vzéjomny vzteh medz napitim a pretvore-
‘him, v termomechanike medzi stavovymi velifinemi, atd,.. . My sa budeme
,;hluvna zaoberat vzdjomnym vztahom medszi napitim & deformdcion,

" I're velky} podet Pevnych létok s deformicie proporciondlne k zataZeniu. Ex-
fpurimantélna ziskany fakt, Ze s narastanim zataZenia narastajdi deformdcie

' n 8 klesanim zataZenia deformédcie klesaji a napokon po vymiznut{ zateZenia
‘doformdcie vymiznd, &o ndm atanovuje Hookeov zékon, viedlo k Jjeho zovieobec-
& honiu. Podla zovZeobecneného Hookeovho zdkona je kaZdd zloZka stavu napttos-

¢ tl linedrnou funkeiou zloZiek deformdcie v danom bode telesa, V matematic -
jkum tvare

b5 = Cign g

;kﬂe ﬁlj Je tenzor napétia, &1 tenzor nekonedne malych deformécif a cijkl
&Ja tenzor 4. rddu, ktory m4 34 = g1 zloZiek. Tieto zloZky popisujd materigd-
_ﬁinué vlastnosti kontinua. Tento idealizovany zdkon popisuje pomerne dobré

| tprévanie troch skupfn materidlov:

" 1) hookeovské pruiné teleso;
= neviskoznu kvapalinu;
i 0) newtonovski viskéznu tekutinu.

'Lﬁnuﬁenbecnenj Hookeov zékon idealizuje sprévanie uvedenych meteridlov a

. pribli%uje ho viac alebo menej ku skutodnosti. Ked sd rozdiely v spravan{

. pateridlu prilid velké, hovorime o redlnom plyne, nenewtonovaskej tekutine,

. viskoelastickom prostredi, plasticite, ..., ktorych popisanie je omnoho kom=-

¢ PlikovanejSie. V tejto kapitole budd uvedend konStitut{vne rovnice len pre

 tri skupiny materidlov, pretoZe posluché&i Specializdcie "Aplikovand mecha=-
nika”, kfurjn sl tieto skriptd urfené, sa v Bpecidlnjch predmetoch zaobera-
Jd machéniknu tekutin, plynov, prip. teoriou plasticity.
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6.7 HOOKEOVSKE ELASTICKE PEVNS TELESO

Budeme sa zaoberat pevnym telesom schopnym sa deformovat tak, Ze vzd jomny
vztah medzl naplitim a deformdciou je linedrny, t.j. vyhovuje zovSeobecnené-
mu Hookeovmu zékonu. Nech uvaZovené teleso, pripadne jeho &ast mé& objem V

a plochu 5. Ak pbsobia na teleso vonkajdie eily, dochddza k Jjeho deformdeii,
Jeo zrejmé, Ze vonkajiie sily pritom konsjui précu, pretofe v dbsledku posunu-
t{ pésobia na urlitej dréhe du; « Tdto précu nazyvame deforma¥nou précou, a
oznalime ju W. V samotnom telese sa bude vplyvom deformécie akumulovat ener-
gia, ktord nazyvame deforma&nou energiou U. Pri odlahfovani telesa sa této
energia naspht uvurﬁuja, bretnie vracia teleso do svojho pévodného tvaru,
to znamend, Ze zas vnitorné sily konsju précu. Ako ukazuju experimenty, de-
formdcia je vo vieobecnosti nehomogénna, a preto i deforma&nd energia mb¥e
byt v telese rozloZené nerovnomerne. Preto zavddzame tzv. pomerny energiu
deformdcie, resp. hustotu deformefnej energie dU. Predstavuje ndm energiu

v danom bode telesa vztahovand na jednotku podiato¥ného objemu. Ked predpo-
kladéme proces deformdcie za adiabaticky, mus{ sa deformadni préca rovnat
deforma&nej energii

dw = ﬁ'lh‘ + 61#5 = ﬂ(jUd‘r’) IEdU}dTJ (6a1=1)}

V rovnici (6.1=1) dWy predstavuje deforma¥nd prdcu objemovych sfl
di = J#KiduidE = ‘L[ (Kydu, + Ky0u, + KjﬂU3]d? (6.1-2)
v
dalej dW. je prdca plodnjyeh sil
We = : v dud (6.1-1)
S S

j 5
kde T, = E}i Tj s zlofky vektora napiitia, f&i s zloZfkami tenzora napi-
tia v bode plochy s vnnkajﬁnu normélou FJ. Vyraz (6.1=3) upravime pomocou
Gausovej vety -

. ' 2 )

Dosadenim (6.1-4) a (6£.1-2) do rovnice (6.1-1) dostaneme

Ak sa uva2ovené teleso nachddza v staticke

(6.1=6) je vzhladom na podmienku rovnovdhy
upravi na

J rovnovéhe, potom pPrvy ¥len v
nulovy, ¥im sa ndm tdto rovnica

J- Tjideijd? = f{dU}d’J (6.1-T7)
v L

.g' ire jme plati dprava

? Bu, \
3: 4 - (‘ij ) dil-f‘ - (6.1-8)
ﬁ% pridom €, ij =uy J 8l zloZky gradientu deformdcie,

‘E 2 ruvnngti intagrﬁluv v {6.1=7) vypljva rovnost intﬂgraniuv; ¢

-
; fﬁidEid = 4u | l. - | (6.1-9)
[ 0 odtiay |
v
i . r =2 P B o
: Ji ij (6.1=10
%13 :'

- Mgz gr d
. k"2 gra iuntu deformécie vynechdme nekoneZne maléd rotdcie, potom €55 =

Si = E'{“i } a- darurnaﬁnﬁ energia bude funkciou zlo3iek tenzors

. molyeh difurménfi {U H U{ E )). Dﬂnl-dknu toh
0 mbZ - _
:__, J"dﬂﬂ v tvare 1J eme ‘rovnicu (6.1 10) vy

r

u( €. )
€ .= 1 .
1] 'ﬁ;‘i- - (6.1-11)
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Pre jednotlivé zloZky tenzora naphtia z (6.1-11) dostaneme

au duU au
] ‘E" = ] ] ¥ IEF =

4 = =
22 2 €rn 32 3E

(6.1-12)
11 32

Ak G¥inkom vonkaj5ich sfl je zmena stavu telesa izotermdlna, d4 sa dokdzat,
Ze funkcia U existuje a spina rovnice (6.1-6). Funkeiu U, ako sme uf spome-
nuli, nazyveme funkciou hustoty deformaZnej energie. Poufitie tejto funkcio
a z nej odvodené vztahy jé moZné len pre telesd pruZné, u ktorych je moZny
nédvrat do svojho origindlneho tvaru, ked vymiznd napétia.

6.2 ZOVSEOBECNENY HOOKEOV ZAKON -

Ako sme uf uviedli ﬁ Uvode tejto kapitoly, pri zuvﬁaubecnepi Hookeovho zéd-
kona predpokladdme, e ka%*d4 zo zloZiek tenzors napitia je linedrnou funk-
ciou zloZiek tenzora deformdcie. To je moZné zapisat rovnicou

kde tenzor Stvrtého rddu, Eijkl' tieZ nazyvame tenzorom pruZnosti. Tento
tenzor m& 3% = 81 zloziek. Ako uvidime neskdr, tenzor pruZnosti sa ném zjed-
nodu8i, pretofe nie vietky jeho zloZky si nezédvialé a niektoré mdZu byt aj
nulové,

Zo vztahu (6.2-1) napr. pre ¢HE dostaneme

&

T

12 = G211 &1 * Crpzp %21 * Cro; &y

C1211 %11 * Cy212 €12 * Cypq3 &3

1221 €21 * Cia2p G2 * Cip23 &3
&

¥ C1231 831 * G132 832 * Cia33 Y33
Pretoie tenzor naplitia je symetricky, bude platit

.. o= T,
ij ji
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' 0 po zohledneni (6.2=1) dostaneme

%57 %t t %y = Chia Y (6.2-2)

* (dtia) vyplyva

:ﬁ Teraz ukdZeme, %e tenzor prufnosti Je symetricky aj v dvoch poslednych in-
* dexoch. Za tjym dZelom predpokladajme, e teleso je v takom deformadnom sta-

% ve, kde rézne od nuly si len zloZky deformédcie €40 = ﬁé1.

3 I're tento 3pecidlny pripad mb%eme (6.2-1) pisat v tvare

:? -

| ij = Ci512 €12 * Ci501 Oy (6.2-4)
}ﬁ:ulabu
3 .. L
3 1 = (G 595 *+ Ci30q) &gy | (6.2-5)

7ovedme si novd kunﬁtantu_EEJIE definovand vyrazom

Vidime, %e Eijta Je symetrickd v dvoch poslednych indexoch. VyuZitim
. (6.2-6) mdZeme rovnicu (6.2-5) upravit '

= ! = ’ . 7Y
€55 = 2Cij12 €1 = (Cijqp + Cijp9) &y (6.2-7)

Porovnanim (6.2-7) a (6.2-4) je zrjmé, Ze Uijkl Je symetricky aj v ﬂruﬁjcn
Avoch indexoch k a 1, a potom

L, A i

; ik = Cijic = Cjian = Ciim © (6.2-8)
. Na zdklade fﬁ.E—B} mdteme vztah pre zloZku naplitia E?E upravit na tvar

4 %12 T Caqp €49 ¥ Cpppp Bpp + Cppyy Egq

* 2 (Cipq3 €92 * Cyp93 843 + Cyp35 &35)

f'vyuiitim symetrie tenzora pruinosti sa ndm zredukuje podet.jeho nezédvislych
- rloZiek z 8] na 36 kondtént, '
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Za predpokladu existencie funkcia hustoty deformafnej snergie U pdieme po-
Set kondtdnt dalej znlsit.

V zhode 8 rovalecou (6.71-5) doatensme

B30
" T = G Byt Cyapp fgp ¥ een * Cygag f3a
3 &
{5-2*9‘]
U
35" - Faz T Cogny Biy ¥ Copap Gpp % wee + Uppyy By
522 :
Cdtial
By 3%y
——— et — — ey ﬂ - . = :
4 vo vieobecnostl bude platit rovapat
3%y
($.2-10)

= N
— igkl = Ceaij
a &-jﬁskl

Rovnica (6.2-10) nénm hovori, Zs& tenzor Eijkl nusl byt symetrickym 1 pri zé-
mene prvaj dvojice indexov & drubou:

Ciia = S (6.2-11)
Tym sa ndm vo viechbecnom pripade zniZuje pofet nezévisl$ch kondtdnt pruznos-
ti pa 21, Tyehto 21 koslficientov popisuje slasticks vwlastnosti v tesnom oko-
11 urditého bodu & vo vieobeotion pripade mb¥y byt Funkeiami polohy bodu (je-
ho sdradnic}. Naprikled pri konefnych delformdecidch musf{me robit rozdiel me-
dzi deformovéancu a nedeformovanou Yonfigurdciou telssa. V tomte pripade tro-
ba, vzhladom na prisludni tranaformdciv, povaZovet tieto kondténty za zévio-
1é velidiny od polohy sledovaného bodus: Vo vE23ins pripadov sa vdak tomuto
;7problému pristupnje dogmaticky a tenzor pru¥nosti sa nepofrebuje transformd-
¢ii pri prechode z jJednej konfigurdciec telesa do druhej. Taktie? an predno-
klada homogdnnost alastickjch_vlaatnnqti, tujs v kaidom hode uvaiovandho to-
lesa s slasiické vlastnosti konBtentné a rovnské. Podmienky homogénnosti
vlagtnost{ pru¥nosti vdak plne wvyhovujd len v teorii malyeh deformdcii.

Zlozky tenzore pruZnosti ssa zvyknd cznsfova¥ aj dvojindexovymi symbolmi Aiji
i,j'= T.E;llljﬁll

i
i
=

:'. r 1 1-
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;Hapriklﬂd:

Tt B = Coan gt Gy €yt Gqpyy Fa =

C1110%1 ¥ Cuqpp 855 7 Cqpyy B4y +
Cr11a * Qra1) 845 + (Cyqp3 * O4q35) Eay t

Crazn * Cuanad S3n % Caaaq By ¥ Oy bpp + Bhygy Byy

+ 2 C ba + 2

1112 “12 1123 ®23 * 2 Cyq3q9 &5 =

A & +
1T Rp Cpp F Ry B3y By Bin v Mg ln A #3

;:V.matienvnm tvare vyjadrime nerdviald 2loZky tenzora naphtia pomocon nezi-—
.J?Lﬂljﬂh kpaficlantoy cijkl' TO8D. Aij takto:

T1 E® b M3 Ay Mg A &1
€2 -3 O o I
f33 » [ 1] [ ] [ ] | ] L &33
ey (642-12)
12 * » ' - M " L E.-.I_E
‘rE] [ [ ] Y - [ ] L ] EI.E]
2 . /
i 31-‘ 8 .ﬁ.ﬁ-l & L} - [ Aﬁﬁ_ —L'E"'JI-I _,f"'
F¢.1 T _ | 1r e -
11 “1im1 Crazz Cr133 a2 Coaoz Ciagn )] &y
T
3 32 2211 C2222 2233 %2012 o223 Com31 || 5o
. |
33 [ 1 %3311 3302 Y3333 %3312 3303 3331 (| &3
‘a‘ - I {612-13}
12 “1211 1222 1233 C1a12 Ciz23 Cio3q | | 2%,
(3 - :
23 ®2311 C2322 %2333 Ca312 Coany Cay3p | [ 2654
R . ' |
L 31 L %3111 Cangz 3133 G311 Y34p 3131 | | 25
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.

Ake sme uf uviedli, vehladom na symetrin (6.2-1}, polet nazévialyeh zlo2iuk

elastickych viastnostf sa ném zniZi z 36 na 21 (& na diegondle matice mﬁtnr.;
viastnosti + polovidku zo zvySnfch 30 Zlsnov). Pre matieu vo vaztahn (6,.2-11)

ame LZ tento fakt dokdzsli, Pedobnga splsobom to urobime pre maticu vo vzin
ha (6.2-12). Pre zloftky napitia platd

{g’: = 001 F Ry Egqthg, “rp*th13 E3qtay, Erotbys Ggavhy, &,

— i ='€r " n

3E,, 227 Br1¥han Bagtany Byytayy Byath, Cazthye By

Pop derivéeli prvej rovnice podYs E%E a druhej podls &11 wdme

8%y " 32y
= : = A (5e2=T4)
e R,

3 E’Eza €4y 4

to znamensd, Ze Ays = B5q« Na tomto zdkleds mBZeme tyrdit, %e

Iraba el uvedonit, Ze Aij uZ nie sd zlofkami tenzora & teds nemofno naplanl
vigobeony vzish, obdobny tvrdeniu (6.2-10)« Ako sme uz apomenuli, materidl.
v& vlestnosti sd tenzorom &tvrtého atupna a sU veo Véeobecnosti zdvislé od
trangformdgie siradnieového systdmu. To znemend, ¥e &k v poéiatodnom slra.
nicovom sygidme (%, i =1,2,3) m§ tenzor prufnoeti zloZky Cf 11 POtom v
giradnicovem Aystdme natolenom {x{. i = 1,2,3) budd zodpovedsjice zloZky |
drobené transformainému zékonu tenzora 4. stuphs
: = -]t

Enpqr e Eﬂiﬂpjﬂqkarlcijkl (ﬁ.E 1 }
Vzteh medzi napitim & daformdcion, vyjsdreny zékonom (6:2-1}, mo¥no vyjad-
rit aj v inverznom tvars

#

%4 % Sign T (642-10)

kda Sijkl 8 konStanty tzv, “kompliandného" tenzora. Tento tenzor sa vy-
znatuje obdobnoy symetrickeatou, ako C3 sux '

V maticovom tvars (s vyuZitim Eomplianéne] matice) mbieme (£.2-16) vy Jadriy
tekto

- 133 =

[ 1 T _ . .
%14 31111 51122 S1133 S99 S423 Sy | | G,
by S2311 ®2222 52233 S2212 S2ua3 o231 | | %o
“13 53311 53322 53333 S3392 S3323 S3m31 | | By |
& (G.2=17)
2P 1211 S1222 S1233 1212 S1203 Sy | | T
¥aq 2311 Szaz2 52333 55312 Fa323 Sa331 | | Ty
“33 33111 33122 %3133 S3112 Syap; 33131J 'F31J

6+3 SIMETRTA PRUZNOSTI (BELASTICITY)

Blastickd vlasinoeti ea vyznadujd uréitou symstrickostou. Typ prislufinej sy-
metrie posudzujemes podl'a etupns invariantnosti tenzora cijki mlabo Sijkl}
pri tranaformécii sdradnfe natodenin. .

Zndme s nsaledujice typy aymetrie:

]

SRR

a} symetria vzhladom na rovinu, *° P
b) éymetria na dve navedjom kolmé roviny {ortotropia)y 3
¢} rotaénd symetria vzhladom na jedou os (apizotropia);

1) rotafnd symetria na dve pavzéjom kolmé osi {izotropial. 3

a} Symetria vzhlsdom na jednu rovinu

Materidl, ktory sa wyznaduje symetriou elastickych viloagtnosti vzhladom na
Jednu rovinu, sa nazyva monoklinicky.

Uvatujme, %e rovinou aymetrie je rovina (:I,xE} (ebr. 641). Pofiatodny =i-
radnicovy systém Exi. i=1,2,3) sa preklopl do polohy (x}, i ="1,2,3}.

Foziadavka Jje, aby sa elasticksd kﬁnétﬂnty pri prechoda jedndho aﬁradniggﬂé-
ho syatému do druhéhc hezmenili. Sparové keosfnusy uhlov pedzi osegi {xi,;j}
oznad{me 8i:y & pre nds pripad budiy
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f Aby sa eplnily podoienke symetria (6.3-1), musi byt ﬂ1123 = 0. Takymto aph-
| sobom sa dA ukdzat, 3e pbvodnd matica wateridlov, h vlsstnostl sa rreduku je
§ 0o trindet nezédvislych Elenov
. 1
[ ¢ - ]
“1111 G122 Cizz Cyqyp O g
“1122 %2222 Ca233 Cp1p O 0

I'_ Ny r=x:
;fféif:iil,___jHQfo;H_- : “1133 2233 3333 C331p O 9
v ! roving [x, x.) (6,3=5)

& - Y1112 %2212 G331z Gy O 0
J 0 ¢ o O Co3az Coag
Obr. 6.1
Symetria vzhledom na roving {xi, 2} ': L 0 O ) & 92331 33131_
ﬂns{xi,xj} % B t1,0,0) Fre zdvielost wedzi dalformdciou a naphtin by &me dosisli
eta(x} %) = 8y, =.(0,1,0) (j = 1,2,3) (6.3-1) E E = L "
2] 2J i P 3 B S1411 St122 Sya33 Sy @ 0 Lr
cos{z},x.) = a,. = (0,0,1) ;
3*7d 3 ' ®23 51122 S2222 Bop33 Spo1n O 0 ¥as
Fodla {6.2~15) musf potom plati® : 533 '51133 52233 5333j 53312 0 4] ﬁaj_
, = LE;E-E}
" — s X c : o
C1111 ® g8y 48108aChqrs . | : 2| [S12 %2112 S532 iz © O % Mg
3 g, 0 0 0 ¢ Soyny 5 2 ¢
P11M1801%9100 000 * 8180585858550, * et 1 - 23 2323 T2331 L
i - & 0 0 0 0 8ia4 8 2t
: 31 _ 2337 "1 31
+* 51131251351331233 = = =X i e B
Pretoss vietky a4 = 0 pré i # j, nakonies dostensme ' Ravnica (6. 3-6} umeinuje robit prehl'adny ndzor ¢ jednotlivich zlofkdeh de-
. lTormdcie, ak zlo2ky napitia pSaobia jednotliveo. Ak napriklad Jedinfm nmepulo-
a? - (6.3 - vfm onsephtin JE ﬂ’ # 0, potom vzniknd tri noredlové pomernd predlzenia
) fin 2 4 QR o T 0 Bae i 511, np 33 a Jeﬂna zioika pomerného skosenis 12¢ Obidve =zvydné zlofky
| 523 %ﬂ 531 s rovné nule,
ﬁﬂ Podmiesnke aymetrie (invariaotnesti) plne vyhoveje. Fodobnym spfanhom B : B
“tento typ symetrie by ame mali doastat _ ; g'Prl aplikdoii zloiky T 13 84 véetky normélové pomernd predisenis nulnvé len
% _ | i I f. 53 8- '531 ol rfzne ¢d nuly. ;
¢o voak nedosishneme, lebo v skutsinoati Je

21p%19%20%35%qrs * = %1123 (8e3-4)
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k) symat#ia vehladom na dve ortogondlns roviny

WMateridl, ktory sa Yyrznatuje symetrdon elastickioh vlastnﬁsti.ﬁzhiadnm &
dve navedjom kolmé roviny, e&a nazyva ortotropickym. Nech reovinami aymatrin

s (xy,%,) & {x,,%.) (obra 6.2
¢ 1%, 21 %3 ¥ amernfé kosinusy {x{,xj} ¥ tonto pripade

= (=1,0,0) = coslx} ,x,)

(0,1,0) = nnaixé.xj} (§ = 1,2,3) {6.3-7)

E:*..‘i = (0,0,«1) = c:ﬂsfxi,:j}

. Obr. 6.2
. aymetrla vzhladem ne dve ortogondlne roviny

PoZiasdavkou symetrie vehl'adom nz dve roviny 88 nédm oproti aymetril na jednu

rovinu znfii pofet nezdvislych kon3tdat z 13 na 9. kKatica meteriflovych
vlastnost{ bude mar tvsp

“1117 Cr1zz G433 0 8 o

“t122 %230 O3y O 0 Q

“1133 Cap33 3333 O © B
{j A {ﬁ--J'B}
a o

2 @ Cyyayr O
0 0 | |
2 © ° ¥ a3y |
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Komplisandnd matica md opkt rovnaky tvsr sko (6.3-8). Vzhladom na komplisn-
&nd maticu md sdvislost deformdeia - pepdtie tvar

- < — ey — e

84 %1911 S22 Sy933 O 0 0 2
Ean S1122 S2p22 S5033 @ 0 0 a2
£13 S1933 %2233 34333 9 O 0 3
= {6.:3~3)
s o & b s B o 2 %,
B3 0 0 o 0 Spypy O 3 Wy
&, 0 0 o 0 0 ] |2 fﬁi_J

Tieto rovnice ukazuju, fe pre ortotropickd materidly normdlevé napitia spd-
sobuji len normdlové deformdcie A Anykovd napdtis apfaobujd len pomernéd sko=-
senia. Platf to v&ak len pre pripad systdmu aursdnic, ktory Je zhoday so =i-
rednicovym systénmonm, vzhladom na ktory je definovend symaeiria,

¢} Rotafnd symetria vehladom na jednu os

Materidl vyznatujici ss takouto symetriou, se nazjva snizotropickym. Takéto
symetria yvyZaduje, aby eleatickd kon3tanty ostali nezmenend pri ks#dej rotd-
¢il o nejekf uhol & okvlo osi symetirie (obr. 6.3).

H.-

Gbre 6.3
Rotaind symetria na Jednu oa

Nech touto oamcu symetrie je x,. D& sa dokdeat, Ze pre tento druh symetrie
58 ném pofet nezdvisle premennych zredukuje na pit & matica materidlovich
vlastnost{ bude mat tvap
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©r111 G112z C133 ? -
C1122 C1111 G433 g 0 0
C1133 S1133 3333 0 0 G
; {65.3-100
0 0 0 0 Siars: 0
a 2 0 5 o ¢ :
i 1313J _

Po vy jadreni komplian®nej matice dostaname vzédjomny vztah medzi deformdcion
a8 napitim

51 #1117 51122 Syi33 . ¢ S ZP
a2 1122 Sy1r4 S1433 9 e 9 %20
"3 § 1133 S1133 S3333 2 @ ® 53
“2 Y L %‘51111'51122} o Q 2 %,
b 0 0 0 Sypgn B 2 Ty
By 0 0 Q 0 - O Syaq3l | 2 «::‘31
(6.3-11)

d) H%Iaﬂnﬁ symetria vzhl'sdom na dve nevzdjom kolwd osi

Materidl, ktory sa vyznatuje symetrion elmatickych konitdnt vehledon na nn-
todenie ckolo dvoch navz4jom kolmyeh cgi, nazfvame izotropickfm. Vzhladom
na predechddzajiei pripad symetrie, v tomto pripsde sa ndm pofet nezdvisle
premennych kondtdnt eni¥l nm dve, pretole dostaname

1

= {Cy111 ~ Cyq22?

C1313
3333 = C1111 {6+3-12)

C1133 = €422

— 139 ol
- Matica materislovich vlastnosif potom bude

|-‘311;‘;1 ®1122 C1122 9 B . 1
9122 Ch1gs CHrap v - g
C1122 Ci122 Cg9q1 ¢ o 0

0 0 0 5Cy99=C1y00) o 0

o 0o o 0 20411 Crras) - O
- 0 0 3¢ 144C 11250
"
(6+3-13}

Zvisloat medi deformiciou m nepAtim upravime na tvar

Bal 51111 S4128 S92 [
%3] %1922 51111 Sq123 Tss
33| (S1122 S1922 Sy114 _ 733
E 5 y 1 y P
12 0 o O m5991178902) 12
1 | -
E e,
23 ? L g 581114 31122 IR
) | 1
B O T T 2481111751122)] | %4
. FEad—14)
'I‘I
Rlastické kondtenty v (6.3-13) sa oznafujd obydajne takto:
Cyypp = A
. 1 -

Cipp = A+ 2

Dvojicu kondtdnt -1, f nazyveme Lamého konStantami., Vztah medzi naphtim =
Jeformdcivu vyjedrime na zdklade (6.3-15) v tware '




= 14 -
- TT 4 -
T | | A+ A} 0 00D &,
€5 A ez M 0 0 © Bao
'3‘33 X A }”EF G 0 O 533
= (5'3"'15}
‘-!-":rz 0 Q ¢ a C ¢ By
_?_.31 I 0 0 ¢ 00 p_ _ 531..1
alabo skrdtenfm zdpisonm
A pre inverznd zdvislost by sme z (6.3=17) destali
& 5 =2 .
by Ui ¥ e (6318}

2 2u(3 a + 2p) 2a M

Obvykle musima poZadovat, aby n # 0 a 3 ) + 2p # Q. Vztah (6.3-18) odvodimm
napr. toakto: 2 rovolce {6.3=17) méma

5 ' e g
Zizenim (€.3-18)} dostaneme {priﬁam,ﬂii = 3)
1 3
ii - ﬁ Til - E—'; E-D.ﬂ - {.ﬁ+3"2n}

A po premenovani sd{tacich indexov i na n

3
— e ' (6+3-21)

g =
2 n R

1
nn 55]; Tan ‘

Upravoun (&.3<21) pra & napokon mime

In
& —-ﬁfyIm {6.3=22)
rn T éﬁ TR _ v y=22

s po dosadeni do {(£.1=19) dostanems rovnicu (€.3-18Y.
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: ALy eme videll Fyzikdlny viznam Laméhp kondtént, vyjadrime z rovnica
y (6.3=18) hodnotu pomerndho predifenia

L A
Eiy B e B - (T F T+ T -
nEIE WA+ M 22 33 (6.3-23)
Ak uveZujeme jednocaovd napitost, potom ?ﬁz = tﬁj =0 az {6.3~23) je
1 {5
p.S
E B — 1 = f = —ll .E, 3
. ""'E
1" 3 u (. #ﬂyl*'lﬁh:) 11 % { 4}
E Jo modul pruZneosti v tahu, pre ktory zo (8.3=24) dostanems
. B3t 3R]
p o+ ]
Pre 2lozku deformdcie bns 2 TOVRiCe (6.3-23) vypoditame
Y |
& = - ¢ (6.3~
22 2ulan + 3 %) 11 23)
:ﬁa zdroven taktiei pre Jednoosovy naplitost plati rovnica
& TR 1 o ) :
EE 5 T1 [EIE‘EE}
L
ﬁkﬂe ¥ . je Pﬁiﬂﬂﬂnnve ¢inlo,
iFhru?nanim (6.3=25) & (6.3-26) pre Poissonove &islo dostapepms
X AE |
}= » [6-3‘2?]
| 2ul2u + 37 '
t 8 po domadent za modul prufnoseti podle (6.1-24) nakonisc néme
Y= A | . (6.3-28)
2( X + )

{Eieaanim'ruvnic (6.3-24) 8 (6.3-28) pre konStanty X a p  dospejems k yy-
f razom
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*R;- Y E B
N i n o= =G (6.3-21)
{1+ ¥ 301 - 2y) 2(1 + ¥)

priZom je zauZivané uzﬁaﬁaniely = G, kde pod G rozumieme wmodul pruinosti on-
teridlu v Smyku.

Nahradenim Lam€ho #unﬂtﬁnt v rovolel (6.3=17) & (6.3-19) materidlovimi kon-
&tantani E, ¥ dostansme vztshy

2 . &, . il 8 {6.3-30)
P —— [ i £ aa=3
Wogey WO (1ey )1 -2y) 1i7mm |
resp.
1
E'i.j 1 E [[1 + ¥) 'B'ij -y 'gi,j ﬁ'ﬂ] : (Be3=31]

Ne zdver s8i uvedieme tabulku,. v ktorej si pre ndzornost uvedieme dosishouts
vedjomné vztahy medzi Lamého konftantami & materidlovymi kenStentami B, ¥.

Zévialos? med2i materidlovymi kon¥tantami Tabulkse &. 1
Zékladnd dvojicsa
Kon¥tanty . '
Ay p =G ' E, ¥
| ¥ E
A A (1 + ¥)(1 = 2¥)
E
=0 G
¢ 2 21 + ¥ )
(3 A + 2n}
B & . E
N+ n
Y A ¥
| 2{ X+ p)

= HgY =

6.4 MNEVISKOZNA KVAPALINA

Je to tekd kvapallna, pre kiord je tenzor hapitia izotropicky
i3 =~ pdj; (6.4-1)

kde Eij Je Kroneckeraova delta a p Jje skaldr {(tlak). V maticovem vyjad-
reni

-B Q0 O
4 ﬁ}j} = Q =p O (6.4-2)
g 0 -p

V idedlnom tvare je tlak p vziahoveny v atavovej rovnici na objem & teplo-
tu

— = RT {6-4-3}

Vo vztahu (6.4-3) R predstsvuje plynovd kondtantu, T - teplotu &- e merpd
bmotnosat.

Pre redlny plyn slebo kvapalinu m8#Zeme stavovd rovnicyu naplsat v tvare
£{p,p,1) = 0 (644-4)

VESEinu kvepalin véek méZeoma povazovet za nestladiternd, ﬁd moine vyJjadrit
podmienkou

T

e = konat {5.4_5}

fri plynooch je obvykle hustota funkeieu tlaku e = ¢ip} a viedy treba pri-
hlisdat aj na stavovd rovnicu. Naprfklad vodu a vzduch meZno pokledat za ne-
viskozonu tekutinu, Na zdklede tychto vztehov mbéfeme povedat, ke neviskozna
tekutina nekladie odpor vo¥i zmene tvaru. Tento pdpor nazfveme wiskoziton

@ 2 toho potom vyplyva ndzov neviskozns tekutins. Ak je neviskozna tekutina
v rovonovéhe, potom v kaZdom jej bode pbaobf tlak vo vdetkych smeroch rovna=- .
£¥, kolmp na Yubovolnd elementdrnu plodku. Pretose tlak pJe akaldram,
zlofky naphtia podYa (6.4-2) nia s zdvigls 0d ‘zmeny vztalindho airadnicovd-
o systému,
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6.5 NEWNTONOVSKE VISKOZNE TEXKUTINY

Newtonovakd tekutina je viakﬁzﬂa;takntinn, pre ktord je 8mykové nepttia
priamotmernd r¥ohlosti deflormdcia. Vzd jomny vztah medzi napbtim & deforgpdi-
ciou je definovany rovnicou

||I;-"1
Tig = " Py ¢ g Vi -

ke ¥ Je tenzorom nepitia, Vi1 Je tenzor rychlosti deformdeis, Dijklmj"
tenzor Qkﬂarinientav} viskezity tekutiny & p Je staticky tlsk. Blen —phij
;;;;;;Entuje mo¥Eny zvylkovy stsv napbktias, ak vkl = 0. Tlak p je, ¥ zhodu
g0 gtavovou rovnioou, uvafovanf sko Punkeia hustoty a viskozity tekutiny.
Dataj budems uvaZovat, Ee zloZky ﬂijkl mb 2y zévia?at uﬂ‘tegluty, ale.aﬁ B
gdviald od naphtf & rychlosti deformdcie. Tenzor D‘jkl Ja.tan?urnm Btvrtihe
atupna a mé, podobne eke pri hookeovskom tuiese, 3% = B1 zlo¥iak. YzhTadoi
na symetrin fﬂ& 8 Vi1, @ tiqi podla atomistickej Struktiry, sa pofet nerd
vislyoch zloilek znf%i podla zloZitosti uyaiovenej tekutiny.

VACSina uvaiovanfeh tekutin mé izotroploké vlastnosti, pre ktord je Strukus
ra Dijkl velIni Jjednoduchsd.

Pre tento pripad symetris moZno Dijkl vyJedrit pomocou dvoch nezdvislych
kﬁﬂ.itﬁﬂt! A a Pi

Disk1 = POygdy + ptBdyy - 85585 L6457
8 po Upreve mifeme vztah (E:5-1) napisat v tvare

Bgg == psid ¥ AV efvy 5 (B.5-1)
Eﬁianim tenzora f&d dostanems.

Tep T -3 (3 w2V, (6.5-11
Pretofe fkk_b f11 + fEE ¥ ¢53 Je weliﬁiﬁa invariantnd, Jje nezdvisld u,

‘.31
i Kk . -
od rfechlosti deformdcie. Je grejmé, 2e p = = T o md za ndsledok pot

nienkn

I N+ 2n =0
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I & ndtiar

i
A= = —q
*

f Ne zdklsde toho mbZema (6.5-3) -vyjadrit v 2dvislosti len 6d jednej nezdvis—

loj konStsnty n

A
| 2/
fij == Pgij g QF?iJ = ; vkkaij (6.5=5)

? fovnica (645-5) je nazvsnd Stokescvou a tekutina, ¥tord ju splania, Jje Sto-
. kesovou tekutinou. KonZtanty 4 nazyvene koeficiasntom viskozity. sk e 0,
i potom 2z (6.5~5) dostanems rovanion neviskoznej tekutiny

T = - 8,

f Pritomnoat statického tlakn p v kondtitutivoych rovniciach eplaobyje hlav-
iinj rozdiel medzi mechanikou tekutin a napr. elastostatikou. Tents tlak je
£ obsiahnuty v atavovej rovnoici

f{p,g,T] =

t Tekutiny, ktoré haapiﬁajﬁ uvedend rovnice, nazjvame nenewtonpyskyml tekuti-
}.nami. Je to naprfklad v pripade, ak viskozita sdvisf od r¥chloati deformd-
018,

6.6 VPLYV TEPLOTY

V predchddzajicich kapitoldeh sme predpokladsli nemennpat materifloviych

| vlastnoati, cijkl rasp. Dijkl vzhledom na smenu teploty. Je zrajmé, Ze tie-

to mdkony mofnc pouZi¥ len pre izotermélne Frocesy. Ak uvaiujeme teplotnd
edvislost, musia sa zidkladnd zékony vyjadrit v zdvislosti od zmeny teploty.

t 're elastickd telesd mB2sme Hookeov zdkon modifikovat do Iihamel = Neuman-

novho fvaru, o ktorom podrobnsjdie pifeme v kapitole 3.




7. Zéklady variagného poctu. Variacne principy

i
Varia¢n¥ pofet nechddsa Siroks uplatnenie v mechanike kontinua, najm¥ v nu-

vyeh modernych numerickych metcdach. Je to oblast matamatiky, ktors Etudnﬂii
ataciondrne vlaatnosti funkeie funkeif = Punkeiondlu, Vela szikélnynh -
Jov Je opisangyoh funkeiondlmi, a rieSanim daného problém je ndjst Funkeau,
pre ktord funkeiondl nadobida extrémnu hodnotu {minimum alebo meximum). 1!
kledmi Ffunkelondlov naprfklad sui: potenciélna anergle, deformefnd energi,
ves « My sa budeme v dalBom zacherat problémemi, v kiorfech bude treba hin-
dat minimdlpn hednaatu funkeiondlu, ingmi elovami - budeme minimalizovat
funkeionél. Na zédklade giskanych viechegnyeh pozantkov uvediema najlastay-
&le uplatnovand veriadnd principy v mechanike kontinus.

T«1 MINIMALIZACIA FUNKETONALU

Majme funkeiu ulx) dafinovand na intarvala (a,b) a J je velifina definovana

o
J{ul = I CutxyT? ax (Te1=1

kiord jo 24visld pd funkeis ulx) ako celku. Validimu Jlu] = I[u(x)] nazjwi
me funkciondlom funkele u(x).

Zdlkladny problém varisfného po&tu moZno ilustrovat na nasledujicom priklmla,
UvaZujme funkcionél Jal, definovant vyrazom .

Jlu] = Jp Fix,u,u*)dx (71—

8

Funkcia u{x) je spojitd a diferencovate¥nd so spojitymi derivdeiami u?(x)
8 u'7{x) v intervale (a,b), a spitujdica okrajcvé podmiernky
uia) = u,
(Tel-3)
U¢EE = u,
i

|
i
|
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¥ podwienkach (7.1-3) ad u, 8 u, dané hodnoty. ¥-1ej uvaZujme, %e F{x,u,u’)
hje mapojitd a diferencovatelnd vzhladom na x, u a u' 8% do druhej derivdcia,

F7 mno¥iny vaetkyeh Ffunkeif uf{x}, ktoré spinejd podmianky kempatibility a
?uhrajﬂ#é podmienky (7.1-3), budeme hLladat Specidlnu Jednu ulx) = y{x) =
:vlaatnostami, Ze J[u) dosshuje miniwvm, ked ulx) = yix}, vzhladom na doata-
f lofne malé akolie (h) funkoie y(x). Okolie (h) Funkcie y(x) definujme nasle-
: dujuicim spBapbom: gk de kladnd veliZina, potom funkeis u(x) les{ v oko=
k14 Funkeis yix), ked platf nerpwnost

| ytx) =~ ulx) | < & (7o 1=4)

pre v8atky X € (d,b). Tdte definfcia je iluatrovand na ohr. 7.1,

|
U, "U{K}
yix}
a e
M :
U, =
Obr., 7.1

Punkcis y{x) a ulx)

rUiaﬁujma. Ze nazneleny problém mé riedenie, oznadené y{x). To gnamend, %g
‘ixistuje funkeia y(x), ktord spliuse nerovnost

Jly] % Jlu) | | (7,15}

pre vietky funkeie u(x) z dostatodne maldho okolia {(h) Funkcis ylx}. T toh-
10 pradpokladu moZnc urebit naeledujdce zdvery.

tlach 't{ij Je vigobecnd funkcia a vlastnosiou, %8 4 (x) a jej derivécie
it (x) & 2''(x) an apojité v intervale (a,b) a Ze

t(a) = %(b) =0 - | (7.1-6)
Potom &j funkeia

ulz) = ylx) + € ¥{x)
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spina pedmienky epojitosti a okrajové poduienky (7.1=3). V sxutofnoati kaZ-
d4 funkela u(x), spinajdca tieto podmienky, mbZe byt tymto spbschom repre-
zentovand rovnekou funkeiou %2{x). Pre dostatofne mald ® >0 této funkeia
a{x} patri pre vietky € tské, Ze |€ |<a , do predpisaného okolia (h) Fank -
eie-:r{:tl - Teraz uvafujme funkcionél

b b
Jal = ay+et] = J’ Flx,u,u*ldx = j Flx,y(x) *
a a
+ & 2xhpyr(x) + €t ()] ax = §le) (Fal=ti

PratoZe yix) povaZuijame ze zndmy fﬁnkniu, B(e} je Punkeiou len & pre kaXli
% (x). V shode s nerovnoston (7.1=5) musf platit

p(0) = ble) (T2 1=41)

pre vﬁetk.y e, pritom l€| <& . Infmi slovami, §i(€) nsdobdda minimum pre
e = 0.

Funkoia §{E} je podIa prsdpokladu dife-rﬂnuﬂvﬂtﬂ_l‘nﬁ podla " €. Freto nevyhni -
nou podmienkon pre exiatenciu minima funkcis §(&) v €= 0 ja, sby

[E'[E}]E_ﬂ =0 | (7.1

Derivéeiou (7.1-7) podla € dosisneme

ey =

3f(e) fl:EF 2u  BF Qu ]dx

: -+
de . du de tu’ BE

()

- Poar b &y |
= j Yax + j — gldx (Fa1-1101
i Ou iy o

PouXitin pravidla per partes pre integrovanie sufinu podTa premennej =
druhej fasti rovnice (7.1-10) & po tprave dostanenms

-
ar 4 (?E-F )] [EF -'Ia:- |

gy = — - — | — (x)éx +| — (1 (7a1-11)

£ (e J‘{Eu’ dx \aa? : Bu? a

VzhIndom na (7.1-6) sa posledny &len (7.1-11) rovod nule. Potom
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B
. OF(x,u,u’) a /3Fix.u T
] | Berl & B | .
§ (e) EJ' [ = - d—--x( ~ )] t {x)dx (71712}

By?

Ak pole2ime €= O, potom u = Yy u' = y' @

b
3 AF(x,y;¥") d oF(x: ")
oy = [ ) -__( il P

él’ oy ax 3y Fx¥ox = 0 (7.1-13)

Platnost (7.1-13) wyiaduje, by integrant

5 BF (%, ¥, ¥°) g (EFEI,}"..}F’J‘)
. =
| Dy dx

B By (7.1-14)

Rovnica (7.71-14) je Eulerovou diferencialnoun rovoicoy; ktord plat{ pre viegt-
ky 2(x}) splnujice predplssns podtienky, :

Dosiahnuty v¥sledok zovisobecnfma bez uvddzania ddkazy. N

; ech Y(x) je& spoji=-
t4 v intervale <a,b>. Ak rovnica |

b
'[ Wix}§ (x)}ax = O

o

(7.1=15)

plati pre vSetky funkeie 4 (x) tokd, Ze sd nulovd pre x = a = b, & & apo-
Jité vEftane prvgeh dvoch derivdeif, potom Yix) = @, |

Podobny vysledok by sme dostali pri hledan{ msxima funkciondlu: Zdroven mh=
fema zhrodl, %a platnoat Eulerove diferencidlne rovnice Je nutnou podmien-
k:-::up na to, aby fupkcia %(x) bola extrémom funkeciondlu Jlu] vzhiaden na do-
atq::nﬁne mald okolie (h). Postadujucou podmienkou vSak pie Jes Pre zlo¥i-
tost tejto poduienky nebudeme sa Hou eni zacherst.

Jo zaufivené vyraz €% (x) nezyvat varidcigu Funkeia ulx) = pizat

: 9
ET[K} = u{x) = Jrl[x} = & —t

= bulx) (741-16)

Symbol & budemes nazyvat variagndm gymbolom. Podobng, ek JTull je Pfunkeis-
ndl, potom definujeme Jaho prvd varigein

Bdle) <
L YIS €4 (7:1-17)




g
|
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V tomto zmysle vyndsobime (7,1-12) & veliinou €. Fo prisludnych. dpravéesl
dostancme |

b
BF{x;u,ut d /arix,u,u’)
g5 o J [ LH oz, ub) ) __.( X, u,u )]Euix}dx .

g ou dx Ay’

[EF{x,u,h.’} ]
+ _ Sulx) (Tal=Ti0)
GTIE

Madgi pryou varideciou funkciondlu F a Uplnfm diferancicrdlen nejakej funk-
eis f wmoZno vidie¥ urditd snalégiu,

Uplng diferencidl je defincvang
df = €7 (%)

Potom budsa

Sdde)

J =
g(e) =

&€ & &’(e) = &g

«de € je viecbecny mely parasmster, napr. pri dplnom diferencidli - dx.

Cbvykle prvd varideia &7 zévisf od ulx) a Jej warideif dulx). Prato Revy-=
hnttnou podmienkou na to, sby J(u] nadobudel extrém pre ulix) = ¥ix), Jje aby
se prvd varideia 8J rovasle nule pre vietky vepidcie Su teké, %e dula) =

= dulb) = 0.

Prikiad;
ygﬁﬁi"runkciunél

b
Jlul = Jﬁ (7 u’E]ﬂx

a

priZom ufla) = 0, uld) = 1. Ndjdime funkciu ¥ix), ktord tento Funkciondl mi-
nimalizuje.

Nutnou pedmienkou existencis minima je, aby Bulerova diferencidlna rovnica
bela nulgvsd '

wlra T —

ar 4 (ﬂF 3

-'-'-'/ =G ':T-.l"-"}}
9y dx \dy’

= 137

At F= Flx,y;9'") =1 + 3’2 + potom oF =0 a or = 2¥', Dosadenim deo
dy ay*
(7T.1=19} dostansne

4 /oF d
= —| — = = 2y = 2y¥? = (

Alradand funkcia y(x) bnds priamka, prechiAdzajdca bodmi (8,0} a (b,1),

Abdobnym spdsobom moXne stanovie nevyhnutnd podmienku pre existenciu extpd-
mu zloZitejSfeh funkelondlov, v ktoryeh vystupujd derivdeie funkcie wnix)
vy35ieho stupna, funkciondlu zdvislému od viagergyeh funkcif, atd, Takties
woino stanovit vepideiu vwyiBleho stupna. funkcie, popr. Feonkeciondlu. ¥ na-
;Eich daldfch tvahdch vystadime 8 prvou varidecicu funksiondlu typu Flx,u,ut)
4 preto s8 daldfmi typmi funkciondlov zsoherat nebudems.

-
=
——

1.2 PRINCIP MINIMA POTENCIONALNES ENEZRGIE
AKO DOSLEDOK VARIACIE posuwurf

Poznatky z varis&ného po&tu, ked sme porovndvali etaciondrny stav funkciond-
Ju 8 jeho velni bhligkyn stavom, prenesieme teraz na rovnovainy stav kontie
nue 20 susednym stavom, ktory je spBascbeny elementéroym vych¥lenim z rovno-
@vaineha stave o akési "virtudlne posunutis Eui" hwotnfch bodov,

Obr. 7.2
Uznadania
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Uvazujue teleso ¥ statickej rovnovéhs, ns ktopd piaobia objamové a plodnd
eily {obr: 7.2). Povreh telesa S pozostdva z dvoch Basti, Sip- 4 5, 2 neslu-
dujieini okrajovymi podaienkami:

. : ¥
= na S Ja predpisanéd zoteifsnie %i = Tf g
- ne 8 je predpfsené posunutie 4, = uf 3

Predpokladsjma, %e exiatuje syatém posunuti Uy Uyy Uy spiﬁajd&i rovnice
kempatibllity @ dané okrajové podmienky (telesc je v roviovdZnom stave
vehladon na posunutie uy, u,, Uy). Nech Wy + buy Jjo trieda visobacngch po-
sunutl, ktord sl konsistentnd & deformiciou telesa, t.j. Eui masi Byt nuli
vé na Su a8 Iubovolné ns S« PoZadujme, aby Eui bolli dlferencovatelné s tn
ké velké, Zeo materidl ostdve v elsatickom stave. Takymto lubovo¥nym posutii-
tlem hovorfme yirtudlne posunutis.

¥ mechanika dokenale tuhych tolios Je definovend virtudlps pridca vonka j8Ta)

a1l nm virtudlnych posunutiach. ¥ urditom Sasovom okap®ikn 88 porovoava el

tofny stav teleaa so stavom variovenfm. RovnovdZny atav sa vyznafuje tym,
ze pridca pSsoblacich sfl na wvratnyoh (virtudlnych) posunutiach se rovnd nu
les FPre Xonzervativne sily (statické ilohy) je tento vyrok ekvivalentny s
podmlenkou, Ze prvd varildcia potencidlnej emergie s2 rovnd nule. Tda terns
o to, preniest tﬁtﬂ vetu na telegd sohopnéd dePormovat za = akym spdsobom Ln
_deme putenciahélﬁqﬂanergiu tekychto telies delinovat, Pretofe pri titon By

hybe telesa navzanikaid vadtornd sily {(naputia), iech virtudlpa prace sa v tom-

to pripade rovnd nuls. Nds zeujfmajd lsn takg posonutia, pri ktorych sa me-
ni vzdisglenost dvoch susedngch hmotnyoh bodov, ¢ifes len vlastnd pratvareni
telesa. Pri tyehto virtudlnych posunutisch koneju vonkajdie sily dePormatni
précu. Sidasne sa v teless akumnluje deformadng energia telesa, ktord sa o
prerufeni pdaobenla vonkajdfch sfl menf na pracu vadtornfeh efl. Précu tada
kopaji aily objemové, ake af sily plodné (valtornd g8) vonkajdie), pokisl 3
Yo pedmienky ulcZenis dovelujis A z tychio s=a zre jme bude skledat varidein
‘potenciondlne] energie deformdcie schopného telesa, nachédze jiceho aa v oy
novéinom stave. Najpry vypofitame deformadn:i précu vonkajdfch sfl ne wvirtu-
dlnych posunutisch Eui, ktord nazveme virtuslpou prdeoy &W. Téte virtudlps
prdca objemovych afl na jednotkw objemu a vonksjiich plodngch sil ;; i na

predplsanom povrchu Sy } na jednotku plochy buds
: Y % |
v 3

Rownicu (7.2-1) dostaneme vyuZitim poznatkev =z predohédzajicej kepitoly tak,
Ze budeme porovndva® prdcu vonkajifch sfl W v rovnovédZnej konfigurgeii ne
posunutiach u; 8 praceu vonkajdich afl %' vo varigvane] konfigurdeii na po-

sunutiach ay + Eui.

- 15] =

. { .F
E.IH - W’ o w = [J’Eifui ¥ Bul}d\' + ij {ui + Eui}ﬂEJ -
Y <

¥ o
- [Iﬁiuiﬂﬁf + I{Ti u;ds = f-rr:iﬂu-.ld'v + fT: £uids

Y 3
VzhIadem na predpisoné okrajové podumienky mus{ na povrchy telesa SE“ pia—
tig
¥ ¥
= mi ; '

Dosadenim podmienky (7.2-2) do posledného &lena rovnice (7.2-1) a aplik4-
eioun Gauwsovej vely na plofny integrdl dostanzme

¥ - o( 5 sBu,)
- JT’i‘ du a5 = j €y duy vi0s = J’ Fipt) o
S 8 : v Ox

A
J.fijgeijw = J-E‘-‘i “—"lax dy (7+2-3)
v ¥ §
¥ rovnici (7.2-3) je €3 = Uy 3 gradientom deformdcie a Jalej zo static—
. kyceh podmienok rovnovdhy wyplfva

R
_'—'—']"a T Ki {?12“4}
g
- Po dpsadeni (7.2-4) do (7,2-3) dostaneme rovnicu
: " |
JT_,L Suids - vfr:iﬁuiav = J"E’ijgsijdif . (7.2-5)
¥

ktord nazyvame principom virtudlnyeh préc (alebo ties viriudlnych posunutl).

Ireba podotknit, 2e plodny integrdl na Tavej stirans prinefpu (7.2-5) je po-
. trebnd pnﬁitaﬁ len cez povreh Sge 4 pretofe na 3, Je Eui = 0. Ked dosadime
(7.2=3) do (7.2=1) g FOrovname s rovnicou {6.1-7), mal by vyraz

' {( E'i,jéﬁijd'" ' ' (7e2-6)

predstavovat akdsi virtudlnog deformadnd eneresin,
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?E :x;ituga funkeia hustoty defermafnej enmergie EEEla}, potom podls yz¥ah
S8

u{e. .)
fi' = CTe2="1)
J s,
b5y .
Potom

EU{E

= Y1
v L'

Tvrdenie (7.2-8) dokdZeme na zédklede definicie prvaj viridcie Pfunkeiondlu
(7.1-18}, V naSom pripade U = U(x, £; } g

U da U i) b
s [(22 L B g [ ]
T de, : dx ﬂcrj v P R Y

SEinv E j Ld-‘lr {Ti:-'_:'l--.‘i_"l

H:

3u

pretofe —= = 0.

0¢] ;

Yy¥raz 3 f Ud¥ ndm predstavuje virtuslou deformadmi enargiu uvsiovandhe i

v
IE'EE 'y

Prinedp virtudlaych préc, vyjadreny pomocou deformafine gnargie (7.2-9),
~.Je mat tvar

y |
Ejuav = JKiSuid".i" - fT;' _Em.lds = 0 - (Fa2-108)
v 8 -

alebo slovemi povedané: Ak prevediems nekonedne malim virtudloym posunutin
elastické teleso zo stavu rovnovdineho do 8layy variovandho, précs vonksj-
ich objemovych g plodnyeh afl sa rovnd zvﬁﬁhanlu celkove] dafnrmnﬁnei gnie
gie. Ak uvalujeme, Ze objemové sily s plodné zafaienia sl Hnnzer?ﬂtivne,
pricom G{u1,u2,u3] a Piu1,u2,u ) 8d potencidlmi objemovych ail Ki' resp.

plodinyeh &1l T y potom

o ¥ op

By LT R
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NHa zdklade tcho

JK Eu ay - f =4 J-:}av + J Pas | | (Te2-11)

3 =
a po dossdeni do (7.2-10) nakonier deostapnema
§% =0 (7.2-12)

Pod oznafenim T budeme rozumiet potengidlnu energiu syateému

E = I (0 + g)ay + Ipds (7.2=13)
S
alehbo
' | o
¥ ¥ 3

Rovnica (7.2-12) stancvuje, Ze potenciopdlns energis systému nsdobuids sta-
¢ionérnz hednotu pre skupinu pripustngch varidcii Eui posaputi u; v rovoe~
vaZnom stavae.

Fermulovand inymi slovami:

Vietky posunutis, @plnajice okrajové podmienky a rovnice rovnovdhy, robie

potenciondlnu energiu etacicnédruou. Poroveosnfm rovnové¥neho stavy = blizky-
mi stavmi 2z jeho okelis sa dd ukdzall, %e tdto staciondrna hodnote j& hodno-
tou minimdlnou. Preto (7.2-12) nazdvame tieZ principom minjima potencidlnej-

anercias

e

Pre ﬂﬂknnala tuhd teleso je U[Ei ] = 0 8 edvodené vztahy potom platia aj

pre tito skupinu telies. PuznamenaJma edite, Ze pri odvdAdzani principe virtu-
Alnych préAec nebola nikda vyslovenf poZiadavke, aby vzteh medzi napitim a de-
formdeion bol linedrny. Na zdklade tocho mb¥eme tvrdit, %¥s princip wirtudl-

nych prde plati aj pre posunutis konedné, sk sprivanie materiflu je elsstic-
{1

Py vylideni tuhych zloZiek rotécie nshradime gradient deformicie e, 3 3 tenzo-
rom melych deformdeid 5 R tﬁmtu pripada prineip virtudlnych préc ma tyvar

¥ ' ,
jTiH du 45 + ‘(Kiguid‘lf = ‘}( 548 £ 409 (7.2-15)
v

S
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v ktorom sa potom vyuZiva v teorii malyeh deformdeif. 2 pfincipu minima poo
tencidlne enérgie moino odvodit rovnice rovnovdhy telesa. ?ych&dz&jﬁa}:rnv
nice (7,2-1) je

U

v 8653

Gdtigly

. o Y
3

&0 Jje splnené pre Tubovolng Eui = 0 na Sy viedy, kad

f:l'..j,.j + Ki = na vy,

8 ppe Eui = 0 na §, alabo tie? pre

¥ .
T;' = %ij l'lj n& povrohu Sg-

Tym Je depd jednoznséns zévislost medei diferencidlnyni rovnicami rOYnovdliy
& principom virtudlnych prée. To zitmenhd, Ze posunutis vypoSftans =z princi-
Pu virtudlunych préc exakine spiﬁajd podmi enky Tevoovéhy.

7.3 PRINCTP MINIMA KOMPLEMENTARNES BNERAIR
AKQ DOSLEDOX VARILCIE NapSTTA

V kapitole 6.1 ame ukézali na existencin Punicie delormainej energie U, ki
T4 zdvisela od zloZiek gradisntu deformécio E: ;) resp. 2loXiek tenzora de-
Formdcie Ei - Podobnou dvshou by sme dnapali.g exXiateneii funkeie energis
- napBtesti, ktord bude zdvisld od zlolisk napatia tij' To znomend, %e U =
= ‘E'ij] & po derivdcii

Ul 2, ) .
jg?g—iﬂ—"'Eij (Fe3-1)
s 5 .
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Ha rozdisl od prinefpu virtuglnych prde, kde sme Porovnavali rovnovainy
stay a0 susednim siavom, vanikoutym virtudlnye posunutim Sui, budemes teraz
tento rovnovdiny stav porovndvat so stavom spéaobenym virtudlaoon rmenou na-
patiz & tij‘ Celkowd energia nspitosti v povnovéinem stave je

A F J- Ul ﬂ’ij}ﬂ'“ (T+3-2)
v

a Yo varlovanom stave (pouZitfm Tayloroyho radu)

’—jmﬁ' +E*i*::mvhjm"“ j:}v+IEU 6T, AY +
A= By S R A 34, .0 i)

v v L g

1 32w

+'_J E*B*i'js PV + ooy =

24068, -

]

au |
L+ J S‘E‘ijd”uf + +e«lzanedh.)

Potom prvd varifeia deformatne] energie sa podln definfeie povnd rozdiely

olr
= ' s - =T -y = = [ & 1"_'.:.
34 = 4" - 4 Jﬁ-.—-—?”«i’r”av Jeuﬁ € jav (7+3-3)
ij

vypﬂﬁitajmé Veraz komplementdrnu prdcu vonksjiifch cbjemovich a plolnych sfl.
Za tym cielom uvaiujme, %e daformovand telesc J® ¥ rovnovédinom astava a8 Fe

zloZky posunutia, deformdgia = napdtia su Uz, Eij 4 'ﬁij' Tento atav teraz

., Porovynéime 8o susedngm stavom, v kiorom elsiky napdtis ed €, . + 5 fﬁj‘ PoZa-

dujme dalej, aby naphitia #ij a tﬂj + & ﬂﬁj aplhoveli podmienky rovnovéhiy,
a okrajové podmienky tam, kde sd zadand vonke jiie plodnd zotaZenia Eg
(abre T+2) toj. ' =

o »
_E;li + Xy =0, ?ij'}j = ¥ na Se
J
a
T .+ 8%, ) ;
i3 7% My + K 0K =0
ﬁxj i
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prifom
(F, .+ 7
Ta znamend, Za 3’? =3 na S & {E’f j = B;i na Sh' Forovnanim pod-
mienok rovnovdhy v ubaeh stavoch dustuneme
(2
= L« 8k =0 na V. (7.351)
ki

Romplementdrna préca v rovnevéEnom stave Je
W, o= | K.y « | 0% 4 oag
g -} J o ke (743-4
: 3

& ¥ susgdnom stave
=

Rozdiel (7.1-6) & (7.3+5) je vlastne virtudlpmen komplementdrnou précon
oW, =w - w =.J’$s: av + | 61
g = e 8 19 Ty wag (7437}
¥ S

Virtudlna préea plodnfeh afl na 3 Je

Su

Y ¥ ' Vo
J’ET’{' u ds = f ET’i' uds + f 81¥ u,as5 {74 3=5)
= Sf '

5 po zohladnent okrajovyeh podmiensk ET =0 n8 5, 5;: = E'f?ri = (4 ‘L‘-‘i i) lri
ne 5.4 2 rovaice (7.3=8) dostename - y '

¥

“u

TaktieX z rovnice (7.3=4) vyplyva

(A ri_.]'l

Exd

(7«3=10)

8K, = -

= 159 i

. Dosadenim {7.3-9) a (743-10)} d¢ rovnice (7+3=7) doatsnens

atd ¢
Ewu X _.....J._.u av + J (S 'B‘i X)) ¥ .as C (7e3=11)
| ¢ oxy A7)
S

PloZny integrdl v {7.3=11) prevedisma Causovou vetou na objemovy, #im vir-
tvdlna komplementérna prdca bude

(3 e,y 3
EWE - - "'""_1.']— uiﬂ‘; + j"""‘— {s T:L -ui]ﬂ‘f =
F BK- 7 %I{j J

ol &
j 1 ui:ﬂf +j-——'j-u1d‘-f+

d
, jsf,-.. v = fe gt v (723-12)
v

Porovnanim rovnic {7.3-3) 8 {7.3-12) dostameme rovnost viftuﬁlnaj deFormad—
ne) energie & virtudlnej komplementdrnej préce

g &wc ' (7.3=13)

 Miesto graﬂientﬁ deformicie pouZijeme vo vztahu (7.3-3) 2loZky tenzora ma-
: 1ych deforméeif (sdin iy 5 F ij = 0) a ked pravd strenu rovnice {7.3<13)

nahradime vfrazon (7.3- ?} ﬂuatnnama prinefp virtudlne] komplementdrnaj pri-

ce

| _ ) vy j . |
¢ Jr' £; ;8 t; v = fuiETi s + ) u, O, aV (7.3-14)
- 5

. Rovnicu (7.3-13) upravime do tvar

$(A -W,) = §% =0 (7.3-15)
Ede
[udyos- |
v S ¥ : ;

nazyvame knmplamantﬁrnuu energiou. Zo vztahu (7,3-15) wypiyva, %e %, nado-
biide v rovnovéZinom stave steciondrou hodnotu, & sice minimum. Preto [T 3=14)
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Ja tigﬁ nazyvany principom minimdlnych virtuélnyeh.kumplemeﬂtﬁrnyeh PTaC .
Bez afkazu uvedieme, #e Bulerova diferencidlna rovnica Funkeiondlu (Ta 3101
predstavuje padmienky kompatibility deformécie. Vypoditané posunutis z prin
¢ ‘pu (7.3=14) nutne teda apiﬁajﬂ'rnvniﬁa kompatibility, Ak md byt sploensd

podmisnka 8 2 . = O na S potom §X« » ¥
1) o ETi £ ETi BB 3is _3Ti* =0 na S =& E-Ei =4

na V.

Frineip komplementdrnyoh virtudlonyeh préc ss zjednodusf na tvar

| e
Sme = .[ Eija'fijdv * j ug 61,85 = 0 (7a3=17)
¥ g, .

prifem komplementdrra enargia

1
t’u = jU{ ﬁlj:’d? - J Tlu;' as (Fa3=1TH)

Ak teda nd jdema takd ﬂ}j, pre ktore je komplementérne energis minimd]lria,
3l tieto papitia rielenim danaj dlshy., Teprém minima kemplementdrnej ener—
819 sa tieZ nazyva Castiglienovym principom, = kiorého potom moZno gdvedil
Castigliamnove vety, vyuZivand v zékladnyeh dlohdehn prugnosti s pevnosti.
Treba podotknit, Ze existuje Jaldie veriafng principy, ktord viek pre ne-
dostatok miesta nebudeme uvédzat. '

8. Liklady nelinedrnej tecrie

Existojd r8zne phblasti wechaniky kontimia; kde vzdjoony vetsh medzi napitip
& deformfciou uf nie je linedrny. Ako prikliady mllama uviest:

8) plasticita pri kovoch;

b) viekoslasticita a viskoplasticitaj
¢} goometricky nelina&rnq Ul ohy;

d) dlohy & trenim;

a) kontakt, atd...

Vyskytujdoe nelinearity vo vieschecnosti méZeme rozdelit na dve akupiny:

1) geometrické;
2) Fyzikédlne.

Fri geometriclkych nelinearitdch ®a predpokladd, ¥e posunutia & ich derivs=-
o0y .
cie ﬁ;l-nia 8l nekoneéne malé, ale st konedné, Stav elastického telesa vetu-
J
pon konednyeh deformdcii jea ¥ porovoanf & necatafenfm stevom eznodne ZMRIen 7
Frl sledoveni deformagngch stevev trebe potom poudit lagrengeovsky alebo

eulerovsky spbsob opisu pohybu telesa.

Pri fyzikdlnyeh nelinearitéch defurmlcis prakrofia medzu dmernosti, %o md

z& ndsledok neplatnost Hookeovho zdkona. Dotearap sid napiitové a deformaind
veliZiny Pormilovénéd 8 objasnenéd len pre malé deformdcie, to znamend pre
stavy, pri ktorych dochéddza len k miestnym plastifikécian a teZepniy materis-
Iql ale VEZ3ina okolitého meteridlu sa aprdva elastioky. A?ﬁﬂk Fre velké po-
suputia & velké pratvorenia za medzu klzu nie js dotersz spridvanie materid-
lu dplne objasnend, reap. vysledky z{skané napr. numerickymi metodami nie

A plne vyhovujdce.

Pri analyeze deformalného atavu treba rozlidovat tri typy teligs;

- tenkostenné;
- primerane hrubd (stredns hrubé, tie? orientovené):
= hrubgpstennd (mesivne).

VSeobecnsd dvoj- alebe trojdimenziondlna apalgca aa vztahuje bezprosiredne
na posledny fyp telies. Z pblastl posunutia s mo®ns v tomto pripade len
translainé zloZky. Gacmetria poddajuého telee= prvfch dvech typov Jo obvyke
le zviazapd s definfciou vzta%nej linie {napr. nosanfk) , vztaZnaj plochy
(doska) elebe povrchovej plochy {Zkxrupina). PrisluZni tn&rih-ja potom pei-
splsobend dsnym pomerom {orientavend). Pritom tu moZno za nezmdme volit tsk
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translscio, ake af rotdeis. Obidve tieto zloZky m&2u byt pri stredpns hri-
bych telesdch Specifikovand nezdvisle od seba. Pri tenkostennych telesdch
88 rotdcie urdujd ¢ parcidlnych derivécii pola posunutf{. Rozlifujeme mad 4
(elebo infinitezimdlne) a velké zmeny tvaru (pretvorenie}, malé, primerind
a velké posunutis. Ra zékxlede toho m8Zews urobis rozdelenle do troch st
nov:

1} tecrig prvého stupna - mald posunutia, melé deformdcis (pretvorenisa);
2} teoria druhého stupne - velké posunutia, malé pretveorenia;
3} teiria tretisho stupna - welks posunutisa, valkd pretvorenia.

Pod pojmom posunutis tu treba rosumiet trapsléciu a rotdciu, a pod Erétvgtu
nim - pomernéd deformécia.

Pretvorenia sd msld, ked ka¥dd sloXks pomernych deformdelf Je zanedbatelna
oproti jednotkae.

Posunutia sd malé, ked norma vektora posunutia Je zanedhatelnd oproti chn-
rakteristickdmu rozmeru telesa.

Primerand posunutis prichddeajd do Uvahy pri uriantu?anjcn'talnuéeh, kde
treba zvaZit stupen rotdcie. Posunutis alebo rotdeie ad primerané, ked nor
mi vektora natofenia jo zanadbatelnd oproti Jednotke (&i¥a mald).

Ked a8 posunutia malé aledo primerané, preivorenis sd v nermélnom pripade
tieZ melé, Xed 54 pretvorenis velké, ed aj posunutis ve vSeobecnostl velis
8f na jeden d0leZity pripad, ked voeTkyo posunutiam zodpovedajd mald pretvi-
renia (najmd pri orlentovanyeh telassdeh - nosnfkoch, doskdch, tenkyeh Sk -
pindch).

Inginier povsZuje pretvorenia ga malé, ked nepresahujd hednotu jedného poyr-
cente, prifom v tom je zahrnutd aj podstatnd Zagt plaatickej oblasti pouti.

van¥ch materidlov. Niektord autori povaZujud rotdcis za primerané, ked moZrnin |
3 nimi hardbat sko s vektormi, & ktord nepresahujd desatinu polomeru. D& o |

lahko dckdzat, 2e takéto rotdcie vyvoldvajd podla KérndnoveJ teorie len akil
8i "umeld deformiciu® velkosti 0,00125 #%. Takéto rotdoie znamenaid hodnotu
uhla asi 6°,

Ked cheome popfisat sprévanie tuhého telesa, urobime to pomocou &tyroch ka-
tegorif rovnic, kioré sme pouZili aj v predchddzajdcieh tastiach skript hez
&pecidlneho zamerania na ich kdtegorizdciu. Tieto rovnice obeahu ju;

a) kinematiku, kturﬁ-zﬂhrﬁuju pohyb telesa a uddva gecmetrické vaztahy {(kan.
B.1);

I.'.

[

B
g
A
;

Y e S
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b) kinetiku, ktord zavddza mechanicks principy (pohybovd e rovolca reTnové-
hy), pejex napitia a ddva vzfahy, kiopé 8pajajd mechanickd rovmice (kap,
Ba2)3 .

c) termodynamiku, ktord wstupuje prosirednictven jej dvoch Mlavngeh pringf=-
pov. Ked neuyaly jems tepelnd efekty, mle len mﬂchanické'zﬁldzitnafi, pou=-
2iva =ma len prvy prineip hovorisei o zachovanf mechanickej energie, vy-
dstujiel prineipom virtudlnyeh posunutf (prée) (kap. 8.3);

d) konStitutivne vztehy medezi EiﬁEmatqujmi, kinstickgmi & termodynamickymi
velifinami, ktoré popisujd ryzikslns sprévanie materidlu, =z ktorého je u-
vadovand teleso zloZend {kap, 8.4).

Akt sme uf spomfnsli, v praxi preveZuje lsgrangsoveky opia pohybu telssa,
pretofe podistodnd nedeformotvand konfigurdcia telesa je obvykle vidy zndma,
Uvediema zavZsobecneny lagrangeovaky opis, z ktorého je poton mond formél=
Rym spdsobonm prejst na tzv, totdlnu lagrangeovskd formildsiu (IL) & uprave=-
nd {opravujliou sa) legrangeovskdi Formaldciu (UL} opi g puhyﬁu telasa.

B.1 KINEMATIKA

; V Buk¥lidovakom priestoras ovalujme kontinuum, ktoré je zlolené = nekonedndhe

mioZetva hmotnych bodov. Polohi ka%dého hmotného Bodu nbiema vyjedrit pomo-

cou troch &isiel, ktord uddvajd jeho mirednice vzhladom na vztainy siradni-

covy systém. V kaZdom fasovom pkamihu vyivdrajd hmotnd bedy konfigirdein da-
ného telesa. Vivoj po sebe iddcich konfigurdeif v prieatora a fase povaluje-
me 28 (pohyb telasa.

Na obrs 8.1 je zndzorneny wiescbecny pohyb telesa.

Pohyb telesa je zndzornenf nasleduideimi konfigurdeiami;

- % - nedeformovand polohs (zaliatoZnd) v fase t = 0, ktored nejaks
bod P (°%) urduje polohovy vektor ﬂ:i, i=1,2,3;
- g - Ceformovand konfigurscia teless v &ase t, ktorej zodpovedajdci

"bod P {tij mé polohovy vektor in, i=1,2,3;

W Wt ﬂtx = deformovens {okamiita) Eunrifurécin teless v Xase £ + At, kto-
rej zodpovedajici bod je P [ +ﬁti_'}; _

- By - vﬁauba;:ﬁ vetalnd konfigurdcia v Sase R, ktorej prinfleZisci bod
je P (™).
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b T, R
-ﬂr h-:-Il H;
¥ia ”hl 3 H

¥4
"3

. Obz. 2.1
Pohyb telesa

Symbolom u 2d oznaend vakturyspusunuti =z konfigardcie, ktord urfuje dolny
lavy index, ¢ konfigurdciv, ktord oznaduje horanf Tavé index, 2 obrdzku 8.1
Je zrejmé, Ze sdrsdnice pohybuddocehe bodu. v Jednotiivieh konfigurdeisoh
vzhladom na B badis :

n“i = in * E“i - (8.1-1)

ﬁrﬁﬁmlﬂikr Green-Lsgrangeovho tenzora deformbcis v okam¥ite] kontigurdcii
Ly Yk vzhladom na vztaZfnd konfigurdeiu T dostansce (kap. 4)

1 - :
t+ At - [1:+ Pl t+ At t+ 4% t+ At ]
RPi§ = 3 R ,4 ¢ A%,z * Rl,d® R,

{.EIT-E]

V rovnici (B.1-2)} napr. v¥raz predstavuje

alebe alovaml, je to parcidlns derivdeia zloZiek vektora posunutia v Zasze
t+ At podla vataZngch siradnfs X; v Sase R. -

!
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Ak za vetafnd kenfigurdciu volime potiatednd konfigurdecin telesa, #i%s E =
= 0, hovorine o totdlne) lagrangeovake] formnldeii (TL), Ak naproti tomn za
vetaind konfigurdein zvolime tE, EiZe B = t, nazyvame tuto formldein upra-
venou (opravujdcou sa) (UL).

Obidva apbapby formulécie nachadzajt 5iroked uplatnenie, najmé v moderngeh
numerickych metodach, sko je napr. metdds kons&ngch prvkev,

Ak vieobecne oznafime sdradnice bodov telesa s iné charakteristiky v akam%i-
te} polohe malymi piamenami a vo vatalnej (pofiatodnaj) konfigurdeil velkyg-
ui plemenami, potom pri lagrangeovskon popise '

a vzdjosany vztah medzi elementdrnym diiku?jn,,pluﬁnfn a8 ebjemovym elementom
¥ oboch koofigurdeideh telesa bude: |

311
dx. = —= d:{j
i ex,

8X
dog =g —d a5; (8.1-3)
ox
i :
oy = JA¥
Vo vzdjoanych vztehooh (8.1-3) Je pilemenca J oznafanyd Jacobiho determinant

Bx.
2 {Efl!'l-.}

Exd

J = det Fij 2

kdo Eij .Jo deformainy gradient.

842 KINETIKA

¥

V kapitole ) sme zaviedli pojem pre Ceformovend telsso. Maedzl vektorom na-
ptitia & tenzorom neplitla platila Cauchyho Lormula

4 | |
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prifom zloZky tenzors naptia splaali podamienky rovnovdhy

T t RO

(B.2-2]
“* *n "
Teuto Cauchyho tenzor nepétia sme poton prosirednfctvom zovdeoheonensdho
Hookeovho zdkona spojili = Caurhyho tenzorom nekone®ne malfch defoprmdoil,
&0 zodpovedalo aj fyzikdlnej predestave problémpu. Pri konetayeh defdrmdci i),
migime videtky Lyzikdlne velidiny vztahovat na Jedru, referenénd konligurs-
¢civ, Ako sme u¥ uviedli, pri lagrangecvekom spSsohe opisu pohybu telesa Jn
to & alebo tE; & tohtao d&vodu nembFeme epdjat Gresn-Lagrangsov tenzor do-
formdclie 5 Janchyho tenzoroa naphtia, ele 24 zavedand nové tahzory naphitin,
ktorymi sa teraz budeme podrobnejdie gaoberat. Uvaliujme elémentérny hr&nﬁLt.
dak vo vetaine] a ckanfite]) kenfigurdcii podla obr. B.2.

:

" *a
f,fffr "o "#fiﬂgﬁ”
kK
{ x} Ra ,.-!'.
1'-;"III
.T_" HP
X, ,')tl =123
Db:l:'._ E*E

Vektor plodnych afl v oksmzitaj
A ¥o vztaina} konfimirdcii teless

Na ploche PQRS pf8sobl wektor pledngeh sil 4F, Na zodpovedajuice pluéﬁa

LPQRE}R Jje wvaktor dT’{H}E_grﬁfma 81 gdvisloet medzi vektorom naphitia
_4F (g) _ aF(R

T a T T

g 2t ¢ Priton dEIR} a 45 je plocha [PQHS}R, THED.
5 3 T :

L4
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PQRSG. Thto Eavialuet vHak musi byt matemeticky aprdvne Formulovand. Sd LAy B
me dve slternativy tejto vadjomnej sdvislosti pemonovand ako Legrsngecva
alebo Kirehhoffove {vid obr, 8.3).

s

; dF
| 4
e dF En'ri'fr/ﬂl"
__.,-”
a
:ﬁt x| I:)fl
aj} b) o
Obr. B.3

VzdJomn& zdvislos? vektors lofngch s{l de-
finovand {a) Lagrangeom a (b) Kirchhoffom

Pri Legrangsovom spdacba aa predpokladd, %e vektory afl v obidvoch konfigu=-
récidoh sl rovnaké * '

[dFiH]:[L = dF; ([d FER}]I, = d F) (B.243)

Podla Kirchhoffas sa ploZné aily pri prachode zo vztaine] do nk;miifuj Konfi-
gurdoie transformujd sko vektory ”

i

[er{®] = 5;§— az (8.2-4)

d
R 8%,

Indexy L a K v (B.2-3), resp, (8.2-4) oznadujd Lagrangeov, resp. Kirchhor-
fov predpoklad. :

Vaktor &f’un zloZkani @ Fi eznafuje plodné aily placbiace na plnil& d8 8
vonkajiou noredloy ¥, zatial &s 4 F(R) pdsobi na zodpovedajicej vetafnej
plotke ﬂE{RI n.prialuﬁnuu normdloy F{R]. Ak Glﬁ Je tenzor napiitia v okan-
fitom stave, potom pudla Cauchyho formuly ' '
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Fodobnym spfsobom budeme tersz definovey zlofky napatla vzhTadom na vatazi)
konfigurdciu. Pre (B.2~1) dostanome

¢l . (R}, otR)
[ari ]L Tos ¥ ast®) . ax; (8.2:0)

Ak uvefujeme KirchhofFov predpoklad, z (8.2-4) dostapeme

()] . R) ax,
[dFi ]K = 85 v} ast®) = éETﬁT aF (8,2~1)
d

Tenzory fia, T, i3 Sij nagfvame Cauchyha \Buleroy), Lagrangecvym a Kirchhur-

fovim napitinm,

Ked chceme ndjst asvislost medsi €. o, D.so8 B.. mai{me _
id i 59 Ju najekdr ndist
medzi 7405 & FERldE{E]_ : ijr i ij i

UvaZujue dva alskovd elementy v ckamiitom stave dx{dx1, X, d: ) a 6x{8x,,
Ex Exa} ktoré zodpovadsid dfiknvjm elementon dH{H} a EKE YO ?Eﬂﬂfﬂl;
knnfigurﬁnii. Nech plocha peralelogramu so stracemi dx a &x ja d3, ktorej
velkost ja dand vektorovym siifinem dx x 3: &o moino pomccou permutatného
symbola vyjadrit v tvara

yids = Eijkd:iaxk - {8.2-5)

¥; 8 zlo¥ky vektora fednntknvea norwdly plodky dS. Podobns, nech vo yztnd
nej konfigurdeii ja as plochs peralelograma, dand Yektorovim atifinom

; ax! B gz (R} (8.,2-4)

pridon ?fﬂ} 8u zlofky jednotkove] normdly pluﬁky ﬂE{R}

(R A%
Pretole de = ——ﬂ——-dﬁi & ﬂIk = K ﬁxﬁ y potom rovnicu (8.2-9) uprsvims

na Oxg | dxp

dx,; dxg - {8.2-10)

! | EKEH}

Yyndsobime teraz obidve strany rovnice {(8.72=10) = a8 upravme Jju 8 wvy-
‘EII.-‘.-

uzitim znalosti, %a

—— e = — ey

~ 169 -

a®) ax(®) ax® ax(R)

——

B °1 5k ﬁx ﬁ:E E:a

m

alebo tie?

(R) ar(R) aylR) (R)
- o™ axf® o o o o
* dxy Oxp Oxp 7

pritom z0 zékona zachovania hmoty Jje

g
9 = det (?11 j)
g ox,

Fotom duafanema

gxi8) q ¢
1 ?EH}dEtRJ LI ok o ﬂx SI = Yo G5 fﬂ 2—11}
& THRY % "

kde p 8 E{R} Je hustota ldtky v okamZitom, resp. vo vsta®nom atave. Pra
Lagrengeov tetzor napdtia ¢ (B8.2=-6) mdme

(R) ol R) o™ ax{® y(R)gg(M
. = it e i fh oo
Ty ¥y a8 fhl ¥545 ; .y Tk F37 a8 (B 2-12)
FR3Ds
%H : E(H] ﬁE{R}
Tdi ﬁ {3l2-13)
e *m
Podobne z (B.2-~7) dostaneme ¥¥raz pre Kirchhoffov tenzer nepitis
{R) 44(R} EKLR}
Si.'.i = 8 . S (I fﬁn{- (B.2=T4)
: 0 Bz, Oxg

¢ (8.2-13) vidime, Ie Lagrangeov tenzor napiétia nie js symetrick$. Preto sa
ani prilid Sasto nepoufive. V literstire je zndmejE{ pod pojmom I. Piglla -
- Kirehhoffov tenzor naplitia. Naproii tomu Sl Je tenzorom' symetrickyo &

v oblasti koneinfch deformdeid nachéddza ﬁirﬂké uplatnenie. Nazjfva sa tieZ

II. Plolla = Kirnhhnfrnvjm tenzorom naptitis.
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s 170
£ {(B«2-4) urgime vzdjomny} vztah medzi Sid q Tji 9ed "TEFMODINANIEA
ax{®)
Si = T'#ﬂ- (B.2-15} :
J Ox. J Bez d0kazu uvedieme, Ze princip virtudlnych pric nestréca pri koneXnjch po-
: sunputisch svoju platnost a pre okamZitd konfigurdcin t+'£mkimﬁ tvar
Pratofe
™ ox ox, Bxil thAbe Aty Ryu o | t DLy 5 tHAL Ry,
dx_ oY ax ox
P p d -
pptom |
2 t+ ﬁaxis t+ &*ﬁu_ Byy (8.31=1)
ox a9 ax. : 1
& . vy Lp =23 i f&? s {(8.2-1 By
1§ 7 STRT gxURT “pd ~ TRT 34TRY a¢ s 8-2-18)
e D & & f
Sy kde ¥ &Esi,j J& IT. Piolla = Kirﬂhhuﬁ‘uﬂttgnznr napitia, g ﬂtREi,j Je

Green - Lagrangeov tenzor deformdcis, gFy 849 vorkajdie plodné sily,
t+”ﬂﬁui Jo wektor posunutia, t+‘ﬂaﬂi & objemové sily, vwietko v ckamPite
konfigurdcii t*‘ﬁtE vzhladon na vzta¥nd konfigurdciu Be, % n Rg Je objem

8 povrch telesa vy HK,

Fo vyjadreni sij B .ij pomocou posunuti v., t,.j. X, = EER] + Uy pritom

o g oy dx{® 3u A
EEEET = 94 +'EEEHT , TEBP. = = Sij ~ 5;; , doatanena _ g

(R} i T T 8.4 KONITITUTIVNE ROVNICE
Sij = E._.... {‘?id - (SJ{E — aiﬂ:--il -3 “']')t:ﬂm:[ (B.2~18)
@ ax, Oxs  Ux, Oxp -

g B Bu, du,

Ako ema ui apominali v kapitols 6, konStituifvne rovnice poplsujd makroske-
—p%pké aprdvanie materidlu pod dfinkom veonkajfich vplyvov. Tieto matematickéd
zékorny vi3ak musia obsshovat FPyzikdlne, resp. mechanické vlasinosti dansho

Bu, Bu materidlu. Skutocdnd aprdvanie materidlu je velmi komplikovand a jeho skims-
+ —t-%n- — >E|'3a¢ (B,2-19) nia v laboratoridch je obtaind. V¥cledky pokusov ovplyvnujui v3etky nedokona=-
GIN ﬂIﬁ loati, ktoréd pri spolupfscbeni gtroj = skimané telese - meracie zariasdenie -

- okolie - pozorovatel vystupuji. Zistenymi veliZinami sa prete pekryje len
ur#itéd oblast sprévenla materidlu & pre potreby vypodtov ss tieto zdkony
tasto extrapoelujd alebe & plznym dspachom auvﬁEﬂbE:ﬁpdﬁ.

Pra 11. Piolla = KirchhofPov tenzor naphtie podmienky rovnovéhy budd

ZatiaT &o experimentslne m&tﬁdy vidy wyuZill a zlepSoveli inZipieri, matema-
tickd Formuldeia konEtitutivnych rovnic je mlaedy vedny odbor, ktory sa za-

d¢al rogvijal pribliZne od r. 1965, predovietkym prostrednlctvom tearetikoy

(napr. ERINGEN, TRUESDELL, NOLL, COLBMAN, RIVLIN, ITJUSIN, ...)s Tdto "Teg-
ris kondtitutivoych rovnic™ urocbila v poslednjeh rokoch velké pokroky a

s velkou presnostou stanovila podmienky, ktoré konfititutfvhe rovnice misia

”B oz :
'HFEJE-E} “fn axd " R
118
' (B«2=20)

953 554

N e it
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splaovat. ¥ niektorfch pripadech sa poukédzalo na nespravay tvar niektorfch
experimentdlinyeh zdkonow.

Rozvo] matematitkyjch postupov viak problém Jalej oteluje, pretoZe matsmatin-
ké pribliZenie je také komplexnd, Ze infinier ho nemda plnohodrotne sledo-
vat a na drohej strene matematici pokladajy existujlicu masu experimentdl-
nych vysledkov za naprehladni & neSostatofnd. RisBenie treba vEak hradat v
dialektickej jednste t¥chto dvoch pristupov,

My =a tu nabudema daoberst matemstickimi, &asto absiraktnymi pojmemi Téors
kunﬁtltutivnych rovoic, ale obmedzfme ea na popisanie troch typov materid-
iov, ktoré najmi v oblamti teéris I. & 1T. etupna yyhovoJd, Trebs pﬂﬂbtkﬂﬂF
e nalinedrna tecria ITI. stupfia adts nia Jo celkom teoreticky ani experi-
mantdlne zvléddnutd., Pre materidly elastickd, hyperelastickéd a hyposlasticks
popideme v Gal¥om vezdjomnf vztah medzi naphtim a deformécion,

Betol] Blaaticky {prufiny) materisdl

Materiél nazyveme elastickym, ak stav papdtostl nis Ja zdyisly ed predehs-
dzajicich konfigurdeif, ale od oksm¥itdho deformadného stevu, Predchédza jii-
el priebak darurmﬁale teda neovplyvni prisludng stav napstosti.

Véeobecny tvar konbtitutivnej rovnice je

S35 = £(Byq) ' (8.4-1)

Této delinfe¢ja je rozSirenicm pojmoy Cauchyho linedrne] "infinitezimdlnej*
pruncati. V tomto pripade, 8k 51 48 tenzor nekenefne malfch deformanii,
potom kendtitutivna rovnics Jje zow sobednenyn Hookeovy¥m zdkonom

fi.j =0 By : {B.4=2)

Viatky obvyklé kovové meteridly s velkou presnastou spife jd tento zékon v
cblasti malyeh zmien tvaru teless.

Fre oblaet kona¥nej pruZnosti bude platit
Eij = Eijkl.Ekl (B.d~3)

kda 515' B ciakl Ja I1. Piolla - EirehhofFfov tenzor naphtia, Oreen -
~ Lagrangeov iengzor ﬂufnrmﬁula, Te&p. tenzor princsti.

e —
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B:4.2 Hyperelasastickyf materidi
Bateridl povaZujeme za hyperelasticky, ek préca wvnitornyoch naphti zévisi
den od zmeny ivaru, to zpamend, Zes pre takjto materidl molno pradpuklaﬂat

exlatencin fonkecie, = ktorej moine odvodi? 2zlofky napdtis

dU
08,

Ei-.j = {514-4}

Punkein U{Eij}’ deflinovend vzhladom na veteZnd konfigurdciu, sa nezjfva hus-
tatou deformafnej ensrgis. Této definfeia zovdeobeonuje pojem linefrnsj "in-
Finitezimélnej™ pruZnosti zavedenej Greencm

r. . = M (Bad~5)
1] B 24 5

Obvyklé knvﬂ?é.mﬂtaraély si teda tie? hyperelastické v oblasti nekonadne ma-
lych deformdeif, Si v3ak meteridly iypu guma a pod., pri ktorych hypsrela=-
sticita nachédza nejdirdie pouitie.

B.4.3 Hypoelastické materidly

Mataridl nazyvame hypoelastickfm, ked v dbsledku pyiraetky deformdécie, kto-
ré sa udiala medzi dvoma eusedngmi konfigurdciawi, je prirestok napatia e—
lagtieky, zatial fo celkovéd nepHtie je z8vislé od vEatkych predehddzajticich
konfigurdeif. KonBtitutivou rovnicu nsplfieme v tvars

8 s = f{qu]. Prirastok je tu vo viznameé diFfesrancidlu. Hypuulahticita 0=
vﬁanhennuaa elasticitu zavedenim prirestkového kon3titutivmsho vrtahu. Za-
tialX %o kaZdy elastigky alebo hyperelssticky materidl je zdrcven hypoelas=
tieky, opak neplat{. Hypoelasticita je zvlafit ﬂﬁlaﬁiid.pra obvykld kovové
materidly, pretoZe pokrjva diferasncidlnu tacriu plagticity.




9. Pruznost a termodynamika

V tejtoc kepitole budams hovorit o obmedzeniach, ktoré kladie klassickd termo:
dynamika na teariu pevnyeh ldatok, Ealaj edvodinme zo zékonov termodynamiky
nigktord inforvdcie, ktord sa tikaju pevnfeh létok. Budems tiel diskutoval
ctdeku existencie deformafnej energle, ktord, asko ema videli, md v teorii
prufnosti délefitd dlohu. Predpokladdme pritom, e Xitatel ovlada zdkledy
klasickej termodynamiky.

9.1 TAKLADNE PoJMy

MneZinu {sdhrn) objektov meteriflnshen avets, ktord Btudujems, nazvenme ays-
teém. UvaZujems len uzavretd systémy, toJ. Bystémy, ktord nevymtena ju hmoty,
8 ckolim. Prileditoatns si zavediems i dalsie ohmedzenie, £¢ nedochddza k
fisdne] interakeii medz! syetédmom & ockolim - fak? ayetém voldme 1zplovany.
Uvazujme dany systém. Ked pozndme vdetky potrebnd informicis na charekigri-
zdciu systému, hoverime, %e poznfme stav systému. Napriklad, pre updité
pru¥né teleso v rn?nnvﬁhe'prﬂ dplnd popis jeho termodynsmickédho mstavy trebn
udat Epﬂcirikﬁuiq materidlu, z ktoréha je vyhotovend, t.j. mnoZstvo kaZde j
chemickej ldtky, ktord obsahuje, jeho geometriu v prirodzenom stave (t.j.

¢ beznapitovom stave), Jjeho vy¥chylky = prirgdzendho stavu alebo pols naphitf.
Ak niektoré Lyzikdlne vlastnosti zdvisis od toho, &i telese je satudané ala-
bo hordce, potrebujems Jaldiu nezdvislid velitinu, ktord urduje stupsn chlad-
nosti, resp. hordepsti. Tieto velisiny sa nezgvajl stevové premennd, slabo
atavove velifiny. 4k 1std stavovd premennd mbfs byt vy jadrend sko Jjednohad-
netovd funkeia mnoZing ingch stavovych premennyeh, takdto FPunkdnd sdvislost
g8 vold stavovd {knnﬁtitutivna]_;bvﬁich, Ak gl v nejakom systéme hodnoty
stavovych prememnnfch nezdvieléd od Zasu, hovorime, %e syztém je v termadyna-
mickej roynovdhs, Ak 88 stav meni v dase, hovorime, Ze v systdme sa odohrd-
va proges. Podst stevovych prememnjeh potirebnfch na pepis proceau ndfe byt
vhE4i ako polet poirebnf na ‘popis eystému v termodynamicksj rovaovdhe. Na-
priklad na pepis toku kvapaliny je potrebnéd poznat tie¥ Jej viskozitu. Hra-
nica alebp stena rozdalnjuce dva systémy asd vold 1zolujlca, ak m& nasledujd-
cu viaatnost:

Ak Iuhuvnxny Syeteém v dplnej vntitornej tepelnej rovnovdhe J8 Uplne obkleope-
ny izolujdcou stenou, tevzniknd Zisdne emeny v aystéme vyvoland vonkajd{nm
¥plyvom, okrem zmier ep8saobenyeh pohybom stany slebe zmien vyvolanfeh obje-
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mowymi #ilami, napriklad gravitdciou. Systém, ktory je obklopeny izolujdcou
stenou,sa vold tepelne izolovand a kaZdy proces odehrdvajdei =sa v fom sa vo-
14 adiabaticky.

Syatém sa volA homogdnny, &k atavovd velidiny nezdvisia od priesstorovfch ad=
radnic. Klasickd termndynamika sa zachersd podmienkami rovnevdhy homogénneho
systdmi Blebo heterogénneho systému, ktory je zloZeny z homogénnych fanti,
tzve. fdz., ZovBeobeonenis na nehomogénne sysiémy vyZaduje urdité dodatolnd
hypotézy, ktorymi sa v3sk nebudeme gagherat.

9,2 ZAKONY TERMODYNAMIKTY

Pryym krokom pri formuldcii termodynamiky je zavedenie pojmu teploty. Fostu-
1ﬁj¢me: Ak ka2dy z dvoch systémov je v tepelnej rovnovédhs e tretfim syetémonm,
tak sd aj vo vzdjomme] rovnovéhe. 2 toheo wvyplyva, Ze podmienka tepelnel rov-
novéhy medzi niekolkymi systémaml je rovnost istej jednohodnotovej funkoie
termodynamickyeh stavev systému, ktord mdZeme hazyvat teplotou 7. Ktorykol-
vak zo systémov 83 miZe pouZit sko "teplomer” nd&itd?ajﬁqi teplotu & na
vhodnej dkdle. Teplota, ktorej existencis bola takto postulovand, je merans
gtupaicou, kterd je urdend lubovolnou volbou taplouera & vold =a empirickd

gaggnta‘

Prey zdékon termodynamiky miZems Pformuloval nasledovie:

Ak tepelne izolovany ayafém nb%eme dostat zo stavu 1 do gtavu 2 rdznymi Bpﬁ-
sobmi {c¢estami), potom préeca vykonsnd na aystéme (alebo systémom) md rovna-
ki hodnotu pre keXdd takito (adiabatickd)cestu. Z toho mSZems usudzmovat, e
existuje jednohodnotovd Funkeia stavy sysiémi, ktorl voldme ¢nergia takd,

?e pre kaZdy adiabaticky proces prirsstok energis sa rovns préci wykonanaj
na gystéme. Teda

Aenergie = vykonand préca (adiabaticky# procaa) (2.2-1)

Treba pognamenat, fe na takdto dePinfeiu energie stalf, ahy bolo mofné adja-
batickya procesom zmenit etav aystému zo #tavu 1 Qo atavu 2 sleho opadneg.

MnoZstvo tepla Q absprbovaného naizolovanym systédmom definujems teraz ako
prirastok energie aystému zmendeny o prédcu vykonand na systéme,

Q@ = Aenergia - vykonans prdca (9.2-2)
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alabo

Lanergle = @ + vykonend préca (9.2-7)}

Ak posledni rovnicu pokladédme za zdkon zechovania snergie a porovnédme Ju
8 rovoicou (9.2-1), zistfme, Z2e snergia syatémy mdse byt zvh&Send alebo pri-
cou na systéme vykonanou, alebo dodanim tepla systém.

Jo gvykom roglifovat¥ niekolko typov energis, ktorych stitanim destaneme cal-
kovi energiu; kinetickd energia K, gravitafns energia O e vnlitornd energis
E. Teds rovhicu

ensrgia = X + 0 + E (9,2-4)

mOZems pokiadat za definfciu celkovej vodtorne] energia.

Druhy edkon termodynsmiky pre homtgénne syatémy mbZeme sformlovat nasledov-
ne:

Existuju dve Jednohodnotové Ffunkeia stava T tnazyvame Ju absoldtna teplots)
a 3 (nazfvame ju entrnp1aﬁa nasledujdeimi vlastnoatamni:

a) T - je kladné Efslo, ktoré je jedine funkciou smpirickej teploty J‘

h) § = antrnpin systému ea rTovnd suiftu antrﬂpli Jjeho Zasti (veliZins ad1tiv-
na), MbZe sa menit dvoma rdznymi spbsodmi & to interakciou & okolfnm
s zmenaml dejicimi sa vo wvnltri systém. Symbelicky moZne napisat

as = d§; + 4%, | {9.2=5)

kde d3 zne#1 nédrast entrople eyatém, d3; epadl Zast ndrestu kvh-
11 interakeii s okolfim, & 4§, znal{ #ast tohto nérastu kv8li zme-
ném vo vautri aystémm. Ak dQ znaZf mnoZatvo tepla prijatého systémom
%z jaho okolla, tak

s [
ds; » — - {3.2=5)
i | _

Zmana dsv nikdy nie je zdpornd. Ju:-.ﬁs-1ir =Q, potom proces pazyvame
raverzibilnyf. Ak d5, = O proces sa pazyva irreverzibilng. Zostdvaji-
ei treti pripad 43, < O #a v prirode nikdy nevyskytuje.

Absoldtna teplota T 8 entropia S a4 dve zdklednd velifiny. 58& definované vy
luine pomocou vlaatnosti vyJjadrenfeh v druhon zdkone terrodynamiky. Stupni-
ca absolitne] teploty je urlend definovanim teploty pri rovnovdinom stave

kvapalne] vedy & Tadu pri tlaku 0,1 MPa na 273,15 stupna ns Kelvinovej stup-
nici. Tieto postuldty tvoris zdklad kiasicks) termedynsniky. Overenim t¥oh=
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to postuldtov je smpiricky fakt, e vietky uzdvery yypl¥vajice % t¥chto
predpokladovy boli bez vynimky v zhode s experimentdlne pozorovanym spréva-—
nim systémov v prirode - na makroskopickej dvovni.

Ja dblefité, aby sme si uyedomili, %e pojem ontropie Ja vlaatnost ldtky,
takieto ake jeho hmotnest &i elektricky ndboj, Kilogram kyslika md ursfits
prnofetvo antrnpia, ktord mbie byt zmenené zmencu teploty a Hpecifieckého oh=
Jemu plybu. Analogicky kilogram ocels pri ds5L8,) teplote a donom napitosticn
atave md tisX jednoznalne uréend mno¥sivo entropie.

9.3 ROVNICA ENERGIE

ﬁyaadrimu teraz rovnicu enargeticke] rovnovédhy (9.2-3) a {9~2-4} ¥ tvare,
ktorf je pohodlnejsi s prate aa Zastajdie pousiva v mechanike kontinua. Pn—
znamandvame, £e tdto kapitolas sa necbmedzuje len na hemogénne systémy. Fre
telaso v konfigurdeii, ktord zaberd oblast V ohraniZemd povrchom 8, kingtic-
kd ensrgls je

1
T 2

ks v; 8l zlolky vektora rychlosti 3iastoliy zalepajicej elementirny ob-
Jem dY a o Je hbustipta asteridlu. Vndtornd energia pa pifis v tyvare

E = Jeeﬂ‘-' | (9.3-2)
4

kde e Je vaitornd energia na jednotlu hmoiy. Trebs poznamenat, ¥e zavede-
nie vnitornsj energle na jednotke objemy by viedle k urditym matemeatickyn
taZkostiam. Vatup tepla do telesa sa musf diat cex kranicu. Definujme novy
vekior, vektor hustoty tapelného tokn q So zloZkami qpr 95 94 nasledovne:
nech &5 je elementdrna plé3ka na povrehu teleas 8 vonkaidou normélou Yiw
Potom mno¥etve tepla, ktoré sa prenesis coz plochuy 45 za Jednotkn Easuwiama—
re Vg, 88 rovnd 3 yiﬂﬂ. Ev81li Jednoduchosti, ¥ pripgda.pmh}huadcehﬂ 88 mé-~
dia predpnkladﬁme, Ze tepelny tok prechédza cez povrch 45 zlofeny z rovne-
kyeh ¢iasstoliek. MnoZatvo dodendho teple za jednotku ZXasu Je potom

g= = J-qi }ridg o J’qj'jd? (9.3-3)
= '
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deforndcie, ktoré sd vyvoland velmi pomaly. V touto pripade nbfieme rovnicu

Fréca vykonand na telese chjemovimi silami K; vo ¥ a povrchovdmi silami 1
(9.3=T) napizaf v tvare

na plocha 3 (vid rovaiea (3.3=5)) !

! " . ¥ . Eﬂ& = dq + fi,jﬂ Eij {grj'g}
W= Eyv Ay + T.v4ds8 = j'Eivid? + fid ijids = :

| H ako 83 beins poufi{ve v ulebniciach termodynamiky. Ak om pofas pProcesu nepro-
duln e vndtornd aﬂtrﬁpia, teds ﬂs = 0, pﬂtnm podla drmhdho zdkona dQ =

= Tgﬂu, kde 8 oznaduje ﬁpanlrinkﬂ ag;rnpiu slebo entropiu na Jednotka hmo-
ty. Teda

< jKi"'i"w * f{ Figq, 797 (9.3-4)

Na zéklade prvého termodypamickéhs zdkona

:
ﬁE = T.di "'E fi,jﬂ Efij . {9B3-1ﬂ]

K+RBag+W . (9.3-m)

kde bodka nad symbolmi zna®f msteridlinu derivdeiu /D, o ktora) sma uZ hn-
vorili v predchédzajicich kapitoldch. Po dosadeni & dpravéch deetanemns

9.4 FUNECIA DEFORMASNEJ ENERCIS

1 ' ' T De D L\?.
2% ;2 ? 3 ot A
== A3 tEv 4 fEJ.J it %G %4, (9.3-6) ! V teorii prutnosti je %asto potrebné definovat funkein U( €190 Byny woe Ea2}
- 2lo%iek tepzora deformécie s takeou visatnostou, Ze
Ak dosadfmé rovnicu kentinuity a pohybové rovnite
' u
E + div v = 0 D-.?_i = + "E" EEiJ fi':l Ghad=h
o 8 = ¢ Ky id
_ Této Pankoiu U sme nézvali ¥ kapitole T. funkeipy doformatnej esnergie. Ako
da rovnice (9.3-6), dostansme =l ukélesme, pri izecentropickom procese mo¥np U atotoZnoval s vandtornou ener-
5 giou a pri izotermickom procese & volnou ensrgiou. '
:DE Qi - . = ' .
g —iE- b ?i.'_i?.;l..j (9.3-7) ! - . a ik :
It HI} Podla definfcie napitostny stav v prulnom telese Jje jednoznsfnd funkcie gta=
vu deformicie a neopak. Preto postaf{ zvolit 2i Jeden z tenzorow Eij alabo
kde ¢13 ako nezdvisly stavovd premennds. Teraz na rovaicu (9.3-10)
1 /B¥ ov, | ' |
i | 1
v E - e = _ . '
ij o (ﬁxj 'a'xi) {9.3-8) de —; "fidﬂ E*id + Tda (Qed=2)

84 mbieme pozerat ake na stavovd funktiu. af Ei 387, ktord je Punkeion ten-
gora deformbeie Eia a Epaulrickaj entropis &, Pbdla zndmsbho pravidls dari-

vnvania Jostaneme
a (ﬁa >d (9.4=3)
a3+ £ u -
i}

Je aymetrickd #ast tenzora vi .3 ktord voldme tenzorom rijchlesti dafurmécia.
Antisymetrickd Zsst z Y5, 3 neprlddﬂa nié k sume i‘ 54, §1 pretoZe f1
tenzor symetricky. “

¥ klssickej termodynamike smwe uvaZovali len izv. “delta™ ckelia teroodyna-
mickej rovnovdhy. V tejto kapitols tie2 budeme uva¥ovat lan infinitezimdlne

2 el —
—_ﬂ-“ﬂm-_—_-_—-n—.__
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Porgvnajie pravé atrany poslednych dvoch rovnic mime

:< Be ﬁ) - Ba
q. = {49 (—) x T N
a Elj ! 3 P & {9.4-4)

1}

Pretuig pri mﬂl?ph deformdcideh hustote @ zostdva konStantnd,rovnica
(9+4-4) hovor{, Ze pri vratoom adiabatickom procees exlatuje akaldrna Funk-

eia g2, ktore] parcidlne derivdeln vehTadom na 2lo¥ky tenzora deformécis dA: .

va godpovedajice 2loiky tan:qra nepitis.

Ha drchej strane, ak je proges izotermicky (T = conat.); bude Glelné zewinur

Ezi:ﬂni;::;u Funkciu (vold sa tieZ Gibbeowva funkeis) volnej energis na Jed-
feag="Tg ' (9.4-4)

Potom 2 rovnfe (9.4-5) a {5.4-2) dostansms

1

g

o v (5)

14

odkial

(9.4~7)

-4 tychto rovnic mAZeme vyéitat, Ze pri izctermickom procese. tigk exisgtuje
gknlﬁrnn Tunkeis ef, ktorej percidlne derivdeis podla zlo¥iek tenzora dafor-
mAcie ddva prialusné zlofky tenzora napitia v kafdom bode pru¥ného telaaa.-

Purevnanfm rovnfc {9.4-1) 8 (9,4-4) nlebo (G.4=T) vidime, %e U 58 mbfe sto-
toZnovat bud a pa elebo pl', v gdvislosti od toho, &1 ide o izotermickd ale-

bo izgentrepickd zmenu.

Dal3¢ gaujimavy visledok s sfce

g .
"1’(3“‘_".5 ) == by (G.4-B)
ii/e .

by sme dostall & Gibbsovho termodynamického potencisdlu §. ktory je defino-
vany takto -
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1 1
E:g—T_ﬂ- -‘-E fij Eij=f-g fijfﬂid {9-4-9}

Upln$ diferencidl prve’ %asti tejto rovnics

oo 1
dp = da = pd7 = Tds - -*’f}jd 513 R . Ei&ﬂ'fﬁj (344~10)
9 §

a dosedenfm rovnice (5.4=2) dostaneme

1
df# - gdT "'%_} 'E"ijﬂ ‘fid , {9-4—11}

Fri izotermickom procese dT = 0 g 23 (9.4=11) priamo deostaneme rovnicu {(9.3=
-8)« Ked teda Punkciu —?E nazvene funkeciou komplementdrne] energie a ozna-—

&lme 81 Jju U, buda mat vlastoost

AU
ﬂ"ﬂ'ij J

o - E,i [g !4-12}

Dosishnuté vysledky mbZeme zhradt nasledovne. Urdili sme deformadnd energiu
pre dvas dobre zondme & v praktickych aplikéclidch nsj®estejiie pouiivané ter=-
modynamické procesy, adiabaticky a izetermicky. Tieto prodesy majul td vlast
nost, 2e vo funkcili sa axplicitne nevyskytuje teplota T. Ind¢ povedsnd, ns-
511 sme tskd sdvislpst deformdcie & napétia, v ktersj teplota nevyatupuje.
Treba vdak poznamena?, Ze v ogtatnich termodynesickieh procesoch situdeia
je o nlefo zlofitej3is a je u? potrebny explicitng viakyt teploty. Vo vieo=
becnosti teds I je funkoicu &ij aT,

9.5 PODMIENKY TERMODYNAMICKES ROVNOVARY
A NLEKTORE JEJ DOSLEDKY

Drehy zdkon termodynamiky mé mitmoriedns velkd praktickfd vyznam. Tvrdenin,

2e ds_ <0 nikdy v prircde nensatspoes, tente zdkon stanovuje emer pochybu uda=-
losti v celom materidlnom svate. Na zdklade tolhto zdkons mo¥no ukézat af ta-
k& Jalskosiahle uzdvery, ake sprivnost Darvinovho evolufného principu. ¥ &o-
m amarnjl ﬁdalu;ti {procesy) moateridlneho eveta? Smerujd vidy s v¥ludne k

termodynanicke i rovnovédhe.
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Aby sme mohli odvodit autnd s pestatujiou podmienky termodynamicka j ruynﬂuﬂ_?

¥, porovaajme rovnovéiny oyatém se aystémami, ktorfch atavové premennd ad
p midle (infinitezimdlne) cdlidng od premenngeh v rovnovdinom atave, ale an
vatahuJd k tym dstym okrajovim podmienkam. Pri porovneni vyulime zLklady vu-
riafného podtu. Qznafiae 5t ST. oa atd. infinitezimdlne velidiny {varidcis)
prvého rddu a AT, As atd. varidecie viitane prviych, drubych a infinitezing
iov vy3slich rddov. Ak uvaujeme teraz homogénny aystém A a sussdny¥ (nakonod
ne blizky) stav B, Jednotlivé premanné bhudail

Systém A Syetém B
¥ rovnoviha blfzo ku A
&, E’i'j' '*E‘i‘j._u, P a6+ Ae, --E-id+ ﬂnE-ij, ’E’ij-r ﬂ'ﬁ"id,
a+ As, T+ AT

Ak predpokladdme platons? prvého zékona termodynamiky, pre varidcie platf

- 1
Lo = AQ + = { ri,j + .ﬁf’ij] .ﬁ.aij (Fa5-1)

g

TEED.

1
og = oG + - f-i;ja Ei.'j

e

UvaZujme nasledovny Bpecidlny pripad. Eiadama, aby eystém A mal rovnakd a-
nergiu ake B, pritom okraje aystému ad teké pevpé, Ze na systéme nemdZe byl
vykonand Ziadna préca, teda Ag = o, ‘3'51,]' =0 Potom z (9.5~1) vypljva, 2=
1igeZ AQ = Q. Syetém B mé tsraz Bntrﬁpiu a+ 2\g. Podla drabdho z4kopa termo-
dynamiky, &k v systéme B vfbee nastane spanténny {avojvolnd) procesm, tak &n
vyskytne v smere rastdcs] entropie. Systém B 58 mbie menit v systém A len
vtedy, ked plati

8 (entropia systému 4) > s+ As (entropis aystémy B) (3.5-2)

Preto teda Aa <0 a tsky procea, e Os >0 je vylifenyd. Druh? szdkon teruwu-
dynsmiky wEak neliovori, s ek L8 < 0, ‘musf nastat zmena t‘.ﬁ:rnnaa}. Ale ak aro-
bime dodato¥ny predpoklad = ako dodatok ¥k druhsmy ekonms - o Je dovolend

2. zdkonom, to sa y prircds aj nacea] vyskytuje, tak As <O nutne impliko-
Je¢, Ze B prejde do A. Na druhej strane ak As < nemfie nastat zmena A na
B (pokleals by entropia, rozpor 8 3. zAkonom). MiZems urobit tede takjfto u-
z6ver. Ak zmena (varideisa) energie J¢ nulovd, potom nutnd a poatela jica pod-
mienka termodynamicks rovnovdhy systému 4 ja

({ &.a]ﬂ =0 (945=3)
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In¥mi slovami en:rﬁpin 5 sSystémi A jJje maximdlna vzhYsdom ku viaetky¥o sused-
nfm stavom & tou ietou ensrgicu. MéZeme tie2 plsst

g KB mﬂx: 2 = Eﬂnst B E-i'j = E:l}llﬂtl {9-'5—4:'

Ked ss gbmedzine na infinitezimdly prvého rddu, podmienks tersodynemickej
rovnovdhy bude dend nercvnostou

{EE}a = {9.5-5}

ktoera sa v ocdbornej literstire zauZfvels ake Cibbaova poduienka rovnovéhy.
Gibbs podal ind formiléciu, ktord je Fehdie splikovatelnd v Blohdch mechsnd -
ky kentinua. Pre Tovnovéhu TubovoIného izolovendho systému je nutoé a posta-=
Sujice, aby pri vietkych mofnfeh verideideh stavu systému, ktoré menis jeho
sntropiu, varificia Jeho energie bole klsdnd alebo nulovd

( Ae), >0, (Be), = C 18.5-6)

V podstate teda vnltornd energie md byt minimélicon vzhlsdom na vietky sused-
né stavy, ktoréd majd td istdy entrﬁpiu.-Muinn ukédzat, ¥s podmienky (2.5-31) @
(9.5-6) 8d ekvivalentné.

Uvedené Gibbsove podmisnky termodynamickej rovnovdhy znamensjd uZ trodlu
vise nef 1. a 2. termoedynamicky zékon. Podmienky zarutiijd vise ako rovnovas-
hu v obyfajnom slova zmysle — zarudujd stevuilny rovoovdhu v tom emysle, Zg
susedny variovend stav bude wmat sklon vrati¥ sa do rovoovaineho stavi.

Z vlastnyeh skisenosti viems, Ze kus ccels na laboratornom stols mdse dlho
existovat bez spentdnnych zmien odohridvajicich sa v fom. SG totiZ sploené

- padmianky stebilne) termodynamicke] rovoovdhy, slebo sa tis% hoverf, 2e je

v prirodzencom stave. Ked viak prilofenim venksjdich 841 vyvodime v telasa
akéal pole napitil, teleso sa dostsne do stavu peruSendho, odliSndho od 5VD j=
ho prirodzeného stavu. Lén &0 prestand pbaobit vonkajSie sily, telaso s8a-
vrdti do svojhe pévoedného prirodzendhs stavu (za predpoklady, %Ze kov zoatd=
va dokonale pruiny). Této tendencia vracat =a do prircdzendho stavu Je zé-
klednou vliastnostou Punkcie deformaZae’ enargie, ktord teraz budems skimat,

Nech vndtornd energia zateZenéhe telssa je @ a nszataZendho 9,¢ Fodla
Gibbeove) vaty, stabilita nenspnutého telesa vyZaduje, aby Tozdiel Ae =
= e =4, bol kladny (nule sa rovnd lep v prirodzenom stave). Pra?n teda pri

lzesntropickych procescch

e =g = e, E (3.5-T)

Hovori sa tied, Ze o - e, Je pozitivne definitnd,
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V pripade igotermického procespy Helmholtzova Punkeis £ volnej snergie Jdona-

huje svoje minimum £, pri termodynamickej rownovéhe. % analogickaj dvihy
ako vyddie vyplyva, %e

AP = = £, FO..T-11)

de pozitivne delfinitnéd v okoli prircdzendhs stavn (predpokladéme pritom izu:
termick¥ proces).

Ako gme o tom ©vf hovorili, daFormaZnd energia v pripads sdiabatického, ronp,
izﬂtermlcké?u deja Ba Ftutniguje ﬂ.e (a = Eﬂ], rasp. q-[f - :n}. Kedte

0 = 0 funkeia U deforpadned anargie Je tief pozitivne dafinitnd v okol{ el
rodrendho stavu. Z pozitivnej definitnosti funkcie deformafne] energie mo? .
no odvodit nasledujice vety:

j] Jedno jednoznafnoet riedenis élastostatiky = dynamiky
?1 Prinelp minime potencidinej energie

3) Princfp ninima konplementdrnaj energie

4) Saint - Venantov pringip (v urditom slova zmysla)

Frinci{py 2 a 3 sme rozobrali v kap. 7, 5 obsahom bodov 1 8 4 pa nble &ita-
tol podrobnaejiis cboznémit v literatitra [17].

3.6 OBMEDZENTIE TERMODTRAMIKY NA NARATOVOD -
~ DEFORMACNY ZAXOW TZOTROPNEHD MATERIALU

Predpokladajme, Ze suvislost medzi nap#itim a deformdciou (rovnica (Ba2-1))
plati pri izotropiclfeh podmienksch. Funkein deformadnej energie sme defino-
vali tak, Ze QU = ‘?ijd Eij' Ak dosadime rovnicu (6.3=16) de tejto rovnice,
dostanemns ;

arvr = { 'lE-kkﬁij v 2B Eg ) E s =N EdE + 20 ¢ gy (9461

Trabs poznamenat, Ze Lamého kon3tanty =a pri ediabatickjfoh & jizotermickyoh
podmienkach 173ia len nepatrne s rozdisl je zansdbaetelnf. |

Integrovanim revnice (9.6-1) od stavu prirodseného po konedny§ defornalng
Btay dostaneme

B e L T L
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E Eij
0 )
2
X E
U T wwre— G .E. » E_h {9-5-'3}
5 ij "1

Ako vyplivelo z termodynsmickych udvah predehidzajicej kepitoly, t4ato funk-
cia md byt pogltivone Jefinitnd. Pratofe vietky vyekytujice 8leny ad Btvorcs,
nafa pofiadavks bude &plnend ked ‘

30, G >0 (9.6=4)

fahko ‘8i uk&Zeme, 2s takto aformulovanéd podmienka je prilil silnd, pretoZs
Eié Eij jﬂ'ﬂﬁ?lﬂlé ad &

Uplne snaloégicky ako v kapitole 3.9.5 mo¥noe zaviest deviadng tengor deformd-

eie -
1 .

Ea-'ij - 5— BE- - (2.6-5)

]
Eiy = ij

ke & = .. fatko si ukdZems, 3& prvy inverispt tohto tenzora (ktory sa
rovnd stops, tr 'Eij} aa rovnd nule, Potom rovniecu {(9.6~3) mbZeme prepisat

da tvarua

1 2 5 ! ' !
wes (dde)eren (e mg ey ) (g -5 oh)
{G.b=86)

Druhy inveriant deviafného tenzora deformdcia Eij (analogicky ako ams to
robill v pripade nsptitia, vid. rovnicu (3.,9.5-3)) bude

'| i
= - :. !. {QIE'T}
o B 15 %4

Rovnigu IE.E;EJ poton ad2eme nspieat takte:

¥
ve—-kE%+ 20 ' L3 5m0)
; 2

Uvedend konitanta K = A+ % G Je modulom atlafitelnosti materidlu.




e e e e i T

= ARG

Nutnld a postafujiicu podmienku i ; |
ozit ini :
tom takto: u.p Ivnej definitnosti U mé%eme nspisat po-

£ >0, G >0 (TaB=1)
VyuZijue rovnice (6.3=28) pre X a 0 dostaneme

B E

) 3(1 = 2y )' i g (9.6-10)

E —
2(1 + »)

h

8 3 nerovncoati (9.6=9) teda v¥plyiva, e

1
E>D, =¥ < ¥ = o

Fyzlkilpu ?ndat&tu Prve) nerovnosti I'shko Pochopime na Jednoduchom priklad;
¥V pripade Jednoosovaj naphitosti Iubovolnidho refilneho homogénneho a iznt _”'
ného matar?dlu tahové napitie must vyvolat predlzenie (a nie akrétﬂ;::!?npq
:ruhﬁ pndm1?nka Jo tieZ eplneng pre ka(dy materigl. ¥ skutodnoati mﬂtsri;I
o zdpornymi hodnotami ¥ ani nepoznimne. Hodnota o Je najvisiie pre gl .
Q0,45 =& najmenﬁia pre berflium ¥ = (0,01 = 0,06}, pre ocel ¥ i-ﬂPJ o
. . 1

9.7 ZOVSEOBECNENTY HOOKEOV ZAKON OBSARUJUCI
JAY TEPELNES ROz¥A%NOSTT

Evazuame o napFrnvn-ﬂerurmaEnum zakone vo vBeobecnom prostred{ bez toho, %g
ytaa u?mgd:ill na i1zotermicks alehp lzoentropické podmienky. Fexz hlbﬁi;hu
mA3tematického rozhom predpokladajme, %o Punkdy dafnrmaﬁnej.enefgie o8

rogvindt dp mocninového rafdu o

kd i L] t

T. KedZe pry nulovej deformdcii = 5
lovd (U = 0), z rovnice ( { €44 = 0) maaf byt i deformatnd ensrels nu-
’ e (2.7=-1} vyplyva, Ze C, = 0. Zlolky tenzora Rapitia

z Jeformagne] energie dostanema derivdeion podla zlofiek tenzora daforabcis

Elj

4
= oy = ci'i + II:—---h'L.-Z‘.:i‘ k & + .
de; 2 2 ET (9.7-2)
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Pri nulovej deformécii na prave] strans tejto rovnice vdetky &leny, okrem
prvédho s mulové. Ci ad teda dvojndsobky zloXiek napltia, pri nulovej de-
Formfeli. Takéto pnapitia mb2u venikndt napr. od linedrne] teplotnej roztei-
noati v désledky zmeny teploty od Standarinsho stavu, Hajjednoduchiie buds

ak presdpokladéme, Ze cij Je priamo tdmernd teplotnym zmendm

Cig "o 2pysT =T, (§.7+3)

sd kondtanty. 2 rovoice {9.7-1), e predpokladu malfeh deforméoii

Eyy B kad zanedbdme Sleny vyd8ieho rddu sko druhého, dostapeme
1 ¥
G # =pagthoe T Sig% © g gt (9+7-4)
- Zodpovedajdce zloXky tenzora napitia budd
U
(9.7=5)

1

T‘E’ B it = S
ij S

¢ Eij 2

(Ci5m1 * Cerij? Spa = PigfT - T,)

Této rovnica v odbornej l1iteratdre ss zauliivala pod nédzvom zoviechecneny
Inhamel ~ Neumannov Hookeov zédkon. VyuZitim symetrie tenzora materidlovych

vlastnostl (kap. 6.2), teda

Oi501 = Yas; (9,7=6)
mé%eme rovnicy (5.7=5) upravit tekio
Froatoie Eij a ﬂld ad symgtrické tengory, misi platit

Ciamr = Sy’ Ciam = Cinye fr; = By (9.7-8)

Pri wynfit{ tychto symetrif (vid. kep. 6.2) pra neizotropné kontipuum dosta=-
neme 21 nezévislych elastickjch konBtdnt & 6 nszévisljch kontdnt {3, ;. Ked
kontinuum je izotropné, potrsbujeme lén dve kanAtsnty C & Jjednu koaStentu
fy « V tomte pripade rovnica (9.7=7) sa ndm zredukuje takte

Tis= D Ebys + 26855 = AT~ 28, (947-9)
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resp.

T + -
B

| L
Bis = s LTS

kde

j3 = trl fij} = Tyt ‘FE'E + *‘:‘!‘33 = 4
EYy E
A= : : . S
(1 + 2 )(1 =-23)" b e by (9.7-12)
Zodpovedajica funkeim deformadnej energie
U=gég E.+E&E_ {T =T )8 =
: ¥ 2{1 = ¥ )
= G E L&, . ¥ e _
[ia i " 74y s H(T-TE}E.]::
1 " ;
S e (LT - _ _
40 { FRES A J" “AT - T)T (9.7-13)

V uvedenych rovniciach o« je si¥inite¥ teplotnaj roataZnoati, T Jje teplotn
refersnéncho stavu telesa a T - T, Je nérast teploty nsd referenZngd stay,
tzv. prevydojtica teplota, Funkcia deformaZnej energia md byt relatf{vne mini-
mdlna v prirodsenom stave (vid. kap. 9.5), %o implikuje, %e ak T = To» funk-
gia |

,
U = = S0 %15 B (9,7-14)

m4 byt kladne definitnd.

it 1-59 -

9.8 TERMODYNAMICKE FUNKCIE IZOTROPICKEHD
HOOKEOVSKEHO MATERI ALY

V tejto kapitole &8 zamerievame na urdenie termodynsmickych Punkeif pre izo=
tropicky, dokopale pruiny materidl. Fri cdvodeni sa zssa obmedzime na ten-~
zor malyeh deformacii.

Uva¥ujme dokonele slastickd, irotropické teleso, pre ktord plat{ Duhamel -
- Neum&nhov zovéeobecneny Hookeov zékon. Pri reverzibilnej, infinitezimdl-
nej deforméeii plstd rovnica

T

$

Ak za tenzor napitia dosadime z rovnice (9.7-8), po dpravédch dostaneme

par = < gedT + AEGE ~ BT~ T ME + 20 €549 844 {9.8-2)

alabo po integrécii podla daformécie

EE

X ]

13

kde kon#tanta E1[T} Je Funkeion teploty. Urobme parcidlnu derivéciun iejto
rovnica peodla teploty

CIIE b % 9 3ey(m)
s e Byt [per-t) ]+ (9.8=4)
Pri konftantnej deformdeil Eij w88k platf (pozri rovnicu (9.4=7))
(&)
o = = g {9.8-5)
a7 £y s
J
Potom rovanicy (9.8-4) mblame upravit takto
2
£S 3 F TSR T ac,
B ow i e w 8..E- — —_ | {T-T} - w—— I-E-'
T T3 ar i 1JET+E3T[{5 “] aT L

o i s e el o
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Zatial nezndmu Funkeiu Cy mblame vyjadrit p
C1ty prl kon¥tantnej deformécii (tads i pri konftantoom obijema)
.‘I

Na Jjedne] strang antrﬁpia Je funkeion teploty T a teneors deforndeis &

Pri -knnﬁtnntna,j defﬂmﬁcii, kad Eij = (], tak a1
‘ E 3'1' )
: E’ll { ) j

1]

Na druhej strane priamo z dafinfeie B 1 £ j
; pecilickej tepelnej ka -
dtantnom objeme) ja : Sl

aq = Ecng (9.8~8)
Porovnanim prav¥ch strdn rovafe (9.8-7}, (9.8-B) dostansme
i s '
T i R
v HT El Egiﬂ“g}

ij

a ked za a dogadime z rovnics (9.8~8), dastanems hladand stivialoat medzi

Cv a C_. Poma sednodacks sds ’
1 v rne Jedneduchy zédvisloae¥ doataneme pri nulove: de "
Jem konStantng) J deformécii (ob

ds
70 = T(— R o '
v Eij:ﬂ oT )-E g a7 FReR1

alebo ak predpokladdime, %0 & a £ s nulove prd Gij 2 0aT= T,

T T

- — —
o 6 : ': «8 11]

¥adtornd enorgiu méZeme uyrdif g rovnic (9.8-3), (9.8-6) a z rovnis {Qaﬁ—j]
(9.6-10), vfsledok uvedieme bez cdvedenia ’

1 (33 '
e = g(rf + Ta) =E E?’i[K-T —-J-+EJ'2{G-TEE] +

ar BT
apn dg
+ Eii [I& 'I'u + T(T = Tﬂ_] EI-'T-] ¥ "3'1 = d_'i"-l {9.8-12)

omoeou Specificksj tepelne j kﬂﬁuw

(- (.

Ak Ay Gy, H a C, ad nezdvislé od teploty, rovalce (9.8-11) & {5.8~12) asa
zieadnodudia nes=ledowns

(T T 7 )
€y ®m=CuF,{ —1og — = —+ 1 L (9.8-13)
1 T 0
Tﬁ Tn 1o
1 5 .
pe = E K E° + 2 EJE * IrSTn AR m“'}‘f’i‘ '\ T = Tn} {9.8~14)
J=0
kdg J2 Je druhy invariant tenzora deformdcis
1 ¥ o < | '
= - By o = — . -
J5 > 13 5 & i (9.8~15)

9.9 VZAJOMNA sUvisLos? TEPRINTCH A MECHANTCKYCH
VLASTRGSTT PEVNYCH LETOK

Rovnice, ktord uddvaji vzdjomnd sdvislost merného tepls; modulu prufnosti,
latentného tepla, zmeny naphtia alebo deformdcie, boli odvodend Kelvinom a

Gibbsom.

Specifickd teplo pri kenBtantne] deformfcii a latentné tepld v zévislosti
od deformacie =i definované nasledovonou rovaicou

L g “
dQ — ﬂvﬂT + lijd 51& (9-9‘1}

an Ja pritem mnoZfstve tepla potrsbnd no zmenu teploty jednotkove] hmoty o AT
a na zmenu deformécie o & Eij’ €y Jo merné tapén v ateve konfitantnej defor-
méeie, Upozornujeme, %o Tavy horny¥ index pri lij nie je indaxom v zoyslse
Eingteinovho sumatpnéh¢ pravidla. V dalion ei takto oznalime lstentns teplé
pri konStantne] deformdoii ( EliJ] alebo pri konBtantnom nepliti { fiij}'
Tenzor Elij znatf{ 6 zloZiek latentpych tepiel na Jednotku hmoty vyvolengch
zgmenami zloZiek deformdicie. Chdpeme to tak, Ze vo v3stkych pripadoch tsplo-
ta a zvyingeh 5 zloZiek deformécie zostéva nézmenenych. Fri vratnyoh proce=-

gsoch zmenu nntrﬁpia mdZeme vy jadrit pnasledovne

&

aq . 1.
d‘ﬂ R _‘i'— dT + ____i-ll d E_i'j {9.9-‘3}
+ d? T T
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e kedZe 8 je Punkciou T a €54 mhme

] Bs na
3 F = 07 ¢+ = g E.
a7 3 ﬂij 13 (9.9-3)

Ked porovndme pravé strany rovnfec (9.9-2) a (9.9-3) dosisneme

" 26
ij

A

” da

C S e

Dalson derivdeiou (9+4=7) destaneme

‘@s 8 13 v

A I — . £9.9~6)

E Eij ﬂTﬂ ﬁid. ? ET-

2%s a2z
2 -

1 ¥
) ld

Ked tieto vysledky porovndme s rovonicami (9.9-4) a {9.9=5) mAme

5 T3 F..
11lj e
t’a ﬂT (919'.5}
5 .
ec, . E B 12
E_-E'ij o TJ-ET | (2.9=9)

Fodobnym spBacbom za termodynamické premenné méZeme 2volit teplotn s Saat
:az:?ialjﬂh zlofiek tenzora napStis. Potom woZno definovat merné teplo prd
onfit ' ' i i
antnom napiti Ep \¥ klasicke] termodynamike ame mali merané teplo pri

gngﬁt. tlaku).a latantné tepld ne jednotku hmoty vyvulaﬁfeh zmenanmi zloXiak
tenzora nap¥tia. DefiniZnd rovnica bude snalogickd k rovnici (9.9-2}

g 1
- — —E- — & w :
d= dT + z 1 d‘ﬂ'ij {9.9-10)
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Mernd teplo € (T, €;:) sa experimentdlne mdfe urdit pomerns Jednoducho, pri-

Som vonkajfie veliliny pbsoblace ns teleso musia byt konStantné. Z apslyey
Gibbsovho potencidlu & by sme doateli v¥sledky

] (9.9-11)

=S | (3.9-12)

Rozdiel dvoch mernyeh tepiel mdie hyt uréeny & nasledovngeh Uvah. Nech 48j-
do k infinitezimilnej zmene pri kondtantnom naspiti. Zmenu entropie méZeme
vyJjadrit dvoma apfsobmi. Fod¥a rovaice (9.5-2)

o 1 d By .
ga = X a1 4+ - 1., —3d g7 © (9.9-13)
N

a podla rovaice (9.9-10)

C

Porovonanim pravfich strdn dostansme

3 E. .
- & iﬂ :
Cp = E? + 1ij e {9.9-15)
A vyufitim rovnice {9.9-8)
T8 8 T, ¥) A0, 4T, &)
Ep 2.8 ¥ 2 = Ll e (2.5=16)
9 oT ar

- E el St



10. Tepelnd pruinost

Taoris tepelne] prufnoati apéja'ta&niu pruZnosati a termodynamiku s cielon
urdit dsformadné a napitové pols prufno-peviaého kontinua vystavendho vie—

obscnym tepelnym & mechsnickym $2inkom.

10.1 ZAKLADNE ROVNICE TEPELNES PRUZNOSTI

Uvaiujme pevhé teleso wystavend Geinkom vonkaj%ich sfl & chrevu. UvsZu jme
linedrne prufny meteridl, dalej predpokledajme, Ze pe odstrdnenf viatkych
vonksjdich 811 pri konStantned teplots T, Je teleso v baznaepitovom stave.
0 tomto beznapitovom stave budeme hovorit¥ ako o vztainom stave a o teplote
T, ako o jztaiqej (referentnej) teplotes. Pre matematicky¥ popis budeme pou-
tiva¥ systénm pravouhlych kartézskych atradniec s+ O posunutiach u; kaZdého
bodu v okam?itom atave (vzhTadom na vztaZny stay) predpoklsddme, Es al tak

male, Ze infinitezimélne zloZky tenzors deforméeie budd

1
Eij E 144 j.i? 1,0 = 1,2,3

(10.7=-1)

OkamZitd abaocldtnu teploiu ei oznafime T a tzv. prevyiujlieu teplotu 8, pri-

tom '

& =T = Tn

(10.1=2)

Za tychio podmisnok zdkladné rovhnice tepelne] prufnosti (o ktorfoh v ingch
advialoatiach sme u¥ hovorill v predcehddzajicich kapitolédceh) mé¥sme ghrout

naslgedovne:
neny Hookeov zdkon

P43 = G T - PyyT = T

. b) rovnica ¥ontinuity (zdkon zachovanis hmpty)

‘a) zékladnou rovnicon je kondtitutivna rovnica, Duhamel-Neumsnnov zﬂvﬁuﬁﬁecm

{1Dl1‘3}
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30 B tu
i evy _ By Vo = —%

3t oxy oot

g¢) Hewtonov gzdkon (pohybovd rownica)

(s .
L B
3%, Ty T BV

d) z&kon zachovanis epergie (bilandnd rovnica)

v i
E:ng-u-—fij‘.rilj, kde \'ij=—(

£ 2

o) marnd zmena entropie

;Jf‘ih-l(‘ii) A
§ T ﬁii ﬁxi iy Eg'ﬁxi

) rovnica vedenls tepla {(Fourietov zdkon)

BT

o P

g) dafinisné rovnica merného tepls, ked Eyy =0 (1.3 =4,2.3)

Eqi .
- = = pC T
By i

. B
o o

ﬂxi

[1GI1*4}

{1G'1‘5}

(1&.1'6}

(10.1=T)

{1U|1-E]

[1@[1-9}

Vv ravolcliach indexy sa menia 4 a% 3. Oznadenia su v sulede & predchddzajuci=-

mi kapitolemi, teda

o - mernd hmotnoat

ﬁ!ij ~ gU zloZky tenzors napitia

E:I.jkl - ad moduly pruinosti

Pi; - gizinitele taplotnej rozPainosti
vy - 2leo¥ky vektors r¥chloati posunutia

Ky -~ glofky vektora objemovych 81l
kij - ghitinitele tepslne] vedivosti
G4 - zlo3ky vektora hustoty tepelného toku
C, - Je merné teplo pri kondtantnom cbjeme
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Bodka {*) nad premenncu zns®{ substancionsl '
o ol nelondlnn derivdniu_prisluﬁned preman -

. Dt ) a( ) o0 )
Lt Bt k 3%,

(10.1-10)

ktord z? pr?ﬂpnkladu mal¥ch rfehlost! pesunotia méZeme aproximova¥ pareigl-
nou derivéciou podls Zmsu. V dalSfch nadich Uvahdch 2evedieme tento predpg-
klad a bodka nad premennou bude znadit parciflnu derivdciu pod¥s Eamy i
Rovricu (10.1-7) néZeme upravis zavedeni{® volnej energie

F=e - 1Ts

[10-1-11}
pre ktord sme mali (rovnica 9.4-7))
Br & ar
g. ET = ij, (‘-"' = = n {1['.'-1"12]
T 1j

Pomooon tfcytn rovnostl upravime {10,1-7) nasladovna:

- l ?ﬂq..j.:. = ; = ds é . EE .
rax, ' 73 Gy WTEETT
8% . 8¢ ,
D - L - P
¥ 3 &y ;9T i 7% 352 | (1041-13)

Vyndsobenim poalednej rovnoice T
; 'y 28 predpokladu, %e &£,, =0
8 rovnicou (10.1-9) dostenems ’ 15 » B0 porovnani

a°p

g = -
3 T Py ' (10,1-14)

Porpvna jue rovnice (10.1=12) & {10.1-13) platf

ﬂ-ﬁ}. _ a2p .
a7 ¥ 3 £y ar i  (10.1-15)

v TOT -
Ked viyuldijeme tieto rovnosti, rvovnleu (10.1-13) mb¥eme upravit takts

Eqi »
i

Nakoniers dosadenim Fourierovho zdkona (10.1-8) do poslednej rovrnice
ﬁ laT L ] .
o , — | = ﬁij Bid + gl T (10.1-17)

oaily s
ﬂ:i J Exd

Za predpokladu izotropického materidlu kondtitutfvps rovnica sa zredukuja

na tvar

Ly

137 Mgy v 26 by - g8 {10.1=18)

a konditanty v uveden¥ch rovniclach budd

Bygy = Py
o E ;
(3;_= —_— = (3% + 20) (10,1=13}
k. . = 8 1 =2V
i3 i3

Kondtanta = je sifinitel linedrne) teplotnej roztsfposti a X . js tepelnd

vodivosat.

vakladnéd rovnice tepelnsj pruinosii pme homgénny izotropny mateprddl v piektio-
r¥oh ufebniciach sa poufivajd v tvare

g ==K + e § e Marar Biiiis A
ot Exiﬂxd ﬂ:jﬁxj ﬁui
a
de 22 I A6
By e B L = {10.1=21)
¥ At f ﬁtﬂrj Exjﬂxd

Rovnicu (10.1=20) mdZeme odvodi¥ z rovnice rovmovdhy (10.1-5), dosadenim za
zloiky ﬁij z Duhamal = Neumannovho roziifrandha Hookeovho zékona {10.1-18)
a vyjadrenim zloZiek tenzora delormdcie Sid pomocou zlofliek posunuti
(10.1=1), Druhd rovynicu (10.1-21) dostaneme z rovnice (10.1=17), zohladne-

nim podeienck izotropnosti materidlu (10.1=19).
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10.2 TEPLOTNE ZMENY VYVOLANE DEFORMACTOU

Ako je nédm ui zndme, szo rzi¥ladov termomechaniky, sdiabaticks expanzia plynu
Je sprevddzand poklesonm Jeho teploty. Analogicky, pre pruine pevne tales4,
pri adiabatitkej zmene deformaindho stavu moine ofskdvat alkdsi zamepn teaplo-
t¥. Pre kovové materidly pri adiabatickom rozpfnant (0dTehdeni) napnutého

teless d0jde ik poklesu teploty. KEJ predpokladéme, ¥e tepelnd vodivost kij-=
= 0y, 2 rovnice {10,1-17) doatancms

8T T ?E,.
gt ?Eu ot

Této rovonica v adbornej literatire je =BUZIvand pod ndzvom Kelvinow vZorag

a 'uddva gmenu teploty v zdvislosti od zmeny deforms®nétho stavu, Ked%e zmenn
deformafndho stavu vyvold zmenu teploty, treba tiel rozlfisit¢ mﬂdulg_prnﬁ-
nosti, podla toho, pri akych podmienkach boli urfend. AK meriame modul pruX-
nestl na wzorke, ktord je Uplne izolovand, alebo ked zmens daformainého sta-
va Jje taldirgehla, ¥e téplo nemd *as uniknit; namerand hodnnty nezyvame adia-
batickim modulom pruinosti. Na druke; strane, ked v priebehu meranis teplo=
ta je kondtaning, nanerisme izotermick$ modul pruZnosti,

Eﬁﬁinitﬂlu-ﬂijkl v Dubamel = Neumannovom zékone ad izotermickywi modulmi
pri nulovej pravy&ujidcej teplote & = Q. '

Frs = 0

15 T g B - 449 B% T - {10,2-2)

Ak deformbcia je sdiabaticks a nedochiddza k

vedeniu tepla, z rovnics
(10.7=16) dostaneme

?ﬂ?ﬂ + Tﬂ iq'ilj Eij = 0 {15:2"‘3}
resp., po integrdoii
eC,0 + T, I Cy1 = const, , (10.2=4)

Integraind kondtants hude nulovd, ked pre 8 = 0, deformadnf etav Je nulovy,

aij = 0w Ak vyJadrime € z-poslednej rovhice & dosadime do {10.2=2), pre
adiabatieky proces dostaneme

T .
n s = ' r 5
B (ci:ikl + =2 Py ﬁn) “ S Cigm B - (10.2-5)

§Cy
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Odtialte uf dostaneme sivislost medzi izotermickym & adisbatickym modulom
pruZnosati

s B (10.2-6)
“iga T Cigi * o0 Pijfi
v

10.3 NIEKTORE ULOHY TEPELNEJ PRUZNOSTI

ﬁluhy tepelnej prufnosti podls ich charakieru mo¥no riaﬁ%ﬂ dvojakym splao-
bom. Prvy, exaskiny spfsob Jje zndmy pod ndzvom viazand teoria tepelnej pruf-
nosti & vyznafuje sa tym, Za problémy riedl exektne, na zdklsde rovafe uve-
danfeh ¥ pﬂedchﬁﬁzajﬂeaj kapitole. Zohladnuje teda wzdjomnd interakeiu te-
pelnfch a mechanickych procesov odohrdvajlcich sa v pewnyeh ldtkach.

Fri rieleni urfitfech typov dloh vaak ddva uapokojivd visledky i tzv. kvézi-
statiekd (neviazanh) teoria tepelne] pruinosti; ktord skima veﬂeﬂie tepla &
termeelasticity ake dva ¢ddelend problémy. Toto ¢ jednodulenie teorie v dal-
Som eSte zddvodnima (kap. 10.5), v prvom prihliigni vbBak mbéZeme uvieat pa-
sladovnd argumanty. Podl'a rowvnice (10.2=1) sa ndiene praaveﬁﬁif? e zmepa
teplﬁtr pruinsho telesa, zaprifinend adiabatickou daformdcion;, Jo velmi ma-
14.

Ak zanedbdme tUto interakciu medei deformdcion a teplotou, zostéva jediny
efekt vyvelany zmenou teéplotného pol'a & to zmena rogmeroy talesa: Emﬁnu rez-
meru mbZeme uréit ako sufin linedrneho rozmeru telesa L, pravy%u;dnuq tep}u-
ty 6 a siinitela teplotne] roztainosti p. Kéﬂ_gﬂaiujam? L e 4 em, E.=-

= 500 °c, = 2.107? nﬂ'i? gmens rozmerd Jje 10 ° em, &o z hlediska vedenia
tepls pri- skiiman{ teplotoného pola mbleme zanedbat,

Ak zmena teploty o 500 °C nastane za Zasovy dsek 0,1 sec, potom zrychlenie
bude

dzu 1D-E Ch 1 ==
= = gmsac
E;E (0, 1]23-31:‘?

Ked tento v¥faledok porowndme 8 gravitalnim zrFfchlenim, uf vidipe, Ze ani

od takéhoto rychleho nérastu teploty nemd3ems ofakivat ailné’drnamic#é d-
tinky. Vypodf{tajuma prislpﬁnj prirastok napitie, kiory mbZe byt pribliZns ur=-
deny z rovoice
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AL, = Axp

Mernd _hmotpnest ccala Ja 7 600 ngmj a ak uvafujeme meteridl hribky 1 en oo
dosadeni v homogénnych jednotkdch dostansms ,

aty, = 1072, 7600, 10°° = 0,76 Nm™<

Takéto napitie je zanedbatelnd vo vHESine gtrojirskych aplikdeif, kde neph -
tia sl rédove rovné dovolendims napitiu, alebo dokonca sa mézy 13tvurif'1u_
kdlpne nie prilid rozsishle plastickd oblasti (prakrotenim medze klgzu mata-
ridlu) . Treba poznamenst, 2¢ viazand teoria tepelne] prufnousti mf Airoké u-
platnenie pri problémoch vhnitorného trenia kovov, pri tvérnent atd. |

10.4 TERMOELASIICKE VIBRACTE

Ako priklad na viszand teoriu uvadiems idealivovanf problém volnych pozals-
nych vibrdeif termoelsstického materidly nekonednyeh rozmeroy, podla nbr..
10.1, Yodorovad slrednicu” 8i ozns&fme sko x, 8 predpokladdme, Ze &instolky
materidlu sd v ¥ase t = 0, rozmisstend padla zdkonitosti

Obr. 10,1
V¥chylky bodov & rovnovéZnej nolohy
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a{x@) = A cos{mx} (10.4-1)

kde A a m sd kondtenty. fiale) nech plati, Ze v tase t = O, ad rychlosti
taatf{c nulové, teda

i Do b (10,4-2)

ot

Ao wypl¥va =zo gadania, ida ¢ jednorozmernd dlobu, posunutia u, ¥ smers gii=
radaicove) oasi ¥ budd Punkeiou sitradnics a fasu, prifom posuvy u, = Uy = Q.
Okam2ité prevySujica teplota ® bude tieZ funkeciou siradnice & tasu.

RieSenie (lohy dosisneme z rovnic (10.1-20) a (10,1<21), ktord pre jednoroz-
mernd dlohu nS¥sme upravit nasledovne

v Y- 5
i %ﬁ—u-qi—- (1044=1)
5:5 Bx ax

2 2
:.af+ 6 ";\_L_:hi:.‘_; | (10,4-4)

kde Ed&initele_ﬁ1i Cosy 4 & h e#d definovené pomocou konStdant D a G, mer-
nej hmotnmpati g 8 tepelno~Lyzikédlnych konstént P, Cy @ Tu_taktu

3+ 20 B
CE = —— = {:J-
E {1:.'14-5]
T k
CE = i'” e 1 h = —
o0y %y

v sdlade 8 podiatodnou pedmienkou 10,4-2 riesenis predpokladéme v tvare

o = 8 8% (4 coskKi + B sinkt) cosmx &> (10.4=6)

¥da A & K ad kopStanty. Ked derivujems rovnicu (10.4-6) podla casu a do=
sadime do pofiatcinej podmienky (10,4-2), pre B dostaneme

A ' (10. 472

Mmlm
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Posadenim predpokladandhe rieSenim (10.4=6) dg Tovnice {10.4=3), intagrﬁ-.
ciou dostanems prevybiujiea teplotu

_ _=at .
B =g (C coaKt + D sinKt) sinmx (10.4=8)

kde

g B~ . :
me_ ,A {1':114_93
G%me + EE + KE
D =
e (10..4=10)

RieSeni¢ ssmozrejme musi spinat i rovnicu (10.4=4) . Dosadenim (10.4-6) &
{10.4~8) do tejto rovoica destaname

By ¢osKt + D, sinkt = 0 (10.4-11)
kde
Dy = - [20? = 2ak? + ka?(c%a? - o2 - x2)] (10.:4-12)
2 , .2
a2 + g 4u
_ 2 _ .2 2 hallm i
D, iar-——- [a K™+ a™(Cy +4C, - ha}] 1 (10.4=13}

rovnics (10.4=11) pre Mabovelny fas t bude aplnand vtadx, kad Dy =0 a
= 0,
2

Zavadenia substitici{

= X 8 A, hin
B e e *E:T'E. h# — (10.4-14)

pre urfenie 3 8 E dostanone

EE:E—EE:I-EEJ+hE?—EaD
{10,4=15)
(B2 « B2)(E° =2+ 1+ & —1B) ~ba = O

Xed za veliSiou € v dpuhej rovnici assadfme milu, doatanems Zisto izoter=
mieké prufnd riedenie, K = 1, & = 0. Predpoklad ¢ = 0, fyzikélne znamend,

¥g sdfinitel teplotnej Tﬂﬂfﬂiﬂﬂﬂtl as roviné nule, v ddaledku zvydenia taplo-
ty nedfjde k rozpinsniu materidlu.

-2{}3 -

Ked%Ze hodnota T, ktord je urdenéd pomercm tepalnfch konEtént pre pavné l4t-
ky je meld (rédu 1072 mensia), potom rieSenis rovnfc {10.4-15) v prvom

pribliZeni méfeme uriit v tvare

|

Pre pavodné premennéd potom dostanems

ehTe,
R pcT— - i 1y
2(Cy + b°m )
{(10,4-17)

K:nﬂ_‘ [14——'“-!2'?—2"-2'-?—}
2005 + hn )

Vzhladom na to, Fe pré reslne pevid telesd stidinitel teplotnej roztainesti
ga perovod nule, tiez 47 Q& EE #Z£ 0, pre a doataneme nenulovy hodnotu.
Z rovnic (10.4-6) & {10.4=B) potom wyplyva, Ze¢ vibrdcie ake i nerovnomernéd
rozdelanis teploty 8 naramstajicim dspon t sa utlmia. Hodnotu K urdend rovni-

cou (10.4«17) ked porovnédme s rieSenim pre £ = 0 {dostall sme E = 1, teda
K = oy} vidimg, Ze frakvencia vibrédci{ bude vydsis, nef bez uveZovania tep-

lotnfch afektov.

10.5 PERIODICKA ZMENA TEPLOTY Na OKRAJI
TERMOELASTICKERD POLPRIESTORU

Predpokladajme, %e na okraji nekenedného polprisstoru ja paricdické zmena
teploty podla zé&kona

Q= Eh ainkt £10.5~1)

a na tomto ckraji nepBsohia Xiadne povrchové sily (volnf ckraj), (obr. 10.9)
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__ Cbr. 10.2
Strenie teplotnych ¥In v polpriestore

Uloha metematicky je pepfsend rovnicami {10.1-20) a (10:1-21). Ked dlohu po-

viaZujeme ga Jjednorozmernid
uy = ulx,i), By = Uy = G &= 8(x,t} (10.5-2)

potom dostangma

’EII_E!.!_ , ﬂzu B
= . Stk
PTEA e | (10.5-3)
08 3%y 8%¢
e =R
8t ° @xat B (10.5-4)

kEde prislufnd konStanty majd ten isty wyznsn oko v predehédzajdcom. Mhy sme
riedenie ¥o najviac zjednodu¥ili, zavedieme predpoklad {ktory viak neskéy
overime} a to, Ze =zrichlenie materidlu, kioré yznikd v desledky ohrevuy,
resp. ochladzovania, je nepodstatnd, zencdbatelnd, teda ﬁzhfﬂtz = 0. Qkrem
toho predpokladdme, Ze zmeny teploty materifdln ¥ d8sladku :ﬁaﬂy deformadnd-

ho pola s pomerne msid, teda &len EEﬁEufﬁgat v rovalel (10.5-4) je zanedba-

talny. Fyzikdlne to znamen4, Ze napr. merné teple Je velmi velké, teda €, =
= ﬁ-TuﬂgGﬂ = 0. Fotom predchddzajics rovnice me*ac napleat v tyvare ;

" ﬂEu e |
e Rl = (10,5-5)

. —— e - sann - .

- i M (i =
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2
IE'&' - hﬁ—: {1[]-5"'6]
a1t Bx

gavedenin tychto predpokisdov, ktoré vedd k tymto rovniciam, sko sme sa o
tom uf zmienili v kapitole 10.3, dostaneme tzv. kvézistatickd {neviazand)
teoriu tepelne] pruZnosti. Riefenim tychto rovnie dostaneme Tozlo¥enie tep=-
loty B posunutf{ v polpriestore. Z poveby okrejovych podmienok usudzujeme,
%8 teplotnd vlny prebiehajice Ha povrchu sa budd 8frit konefnou rjchlostou
v materidli. Predpokladajme riedenie v tvare

& =96 pin(kt - mx) {10.5=7)

pdg & =2 m ad konStsnty. Dosadenim predpokiadanéhe riedenia do rovnice
{10.5~6) po dpgrave dostaneme

(K - Zmah) cos{Kt - mx) + B{n°® - a®)sin({Kt - ax) =0  (10,5-8)

Této povnics pra Mubovelny Eas t buda splnend, ked m = a, a potom
(10.5=3)

7 roynics (10.557) pbZeme ur&it rozlofenie teploty v Tubovolnom mieste v za-
viglosti od tasu. Ppsuvy dostsnome tie* Yshko, rovnicu {(10.5-7) dosadime do
rovnies (10.5-5) a dvaekrét integrujeme

3

g = = g% EE g ~B¥ [sin{ﬁt - ax} - eos(Kt - ax}] (10.5=10)
2 2a

¥V tejte rovnicl sca zawisdli okrajovd podmienku u = 0 pre X-—00 4 takisto,
¥e povrchové sily %, = O na hranici pelpriestoru x = s

Z7oatéva rndm ebte overit, do akej miery sl splpeng ravedend predpoklady pre
reflne pevnd telesd. Fodla prvého predpoklsdu ame sanedbali zrfchilenie, kto=-
pd vznikd v d8sledku wvydenie teploty. Toto moZno urobit, ked v prisludnej
rovniei 8lan, ktory vyjadruje tote srychlenie, Jje rddovo men%{ sko cstatné

leny rovnice (10.5-3). Teda

8%y 5 2%
= <l C
At T ax®

X

t 1':' 1-5""11}

| | — e ] ] e
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Ak dosadfme za prislufnd darivédeis, dostanems

g2

2078

alebo kad za a dogsadime {10.5~9)

2
3

E < 1-1— (10.5=13)

Pra v438inn pevnych lé4tok Je tento predpoklad splneny. Napriklad pre hlinfk
ﬂth 3,8.10 1 uan"T, tak¥e frekvencia teploinfech zmisn do 107 Hz eites std-
lu dovolujd kvdzietatické ris¥enie, ake dobrd aproximdcia reslity.

Druhy predpocklad bol, Ze teplotné zmeny venikajice v d8eledku apriaevodnfel
zmien deformicii sd zanedbstelné. Aby tento pradpoklad bol eprdvny,; podla
rovnice (10.9-4) md platit

9% 30 o
C L =14
S Bxdt Bt

Ked dosadfme ee prisludnd derivédcia, dostanama

C

i,-'?- <& 1 (10.5=15)

Cy

eventudlne ked za Xy EE a £, dosadims pévodnd konftenty

¢ S (10.5=16)
¢, A+ 20 _

Pre vifdipu pevhfch lé&tok tAto poduienks prl teplote blizkn sznvej Je spl=-
nend, rédovd hodnota lavej strany je 1072 (pre hlinik 3,107 }. Kwéalatatic-
k4 teoria teda v tomto pripada dave doststplne presny popis deja,
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