2. Statika hmotného bodu a telesa

Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali vediet:
e Ako je jednoznacne ur¢ena poloha hmotného bodu a telesa v rovine, resp. v priestore
e Kolko stuptiov vol'nosti md hmotny bod a teleso v rovine, resp. v priestore
« Co je to staticka urgitost’ resp. neuritost’ uloZenia a ako sa vypoéita
o Ako sa uvol'tiuji vizby, ich ndhrada vizbovymi reakciami

e Ako mozno vypocitat’ vonkajSie vizbové reakcie

2.1 JEDNOZNACNE URCENIE POLOHY HMOTNEHO BODU
A TELESA

Poloha hmotného bodu v rovine i1 v priestore je jednojednoznacne urcena jeho polohovym
vektorom vzhl'adom na vztazny suradnicovy systém.

Priestor Rovina
}r I }r I
A A
TA T
x-_ x-_
=z
obr. 2.01a obr. 2.01b

Poloha telesa v priestore je jednojednoznacne uréena polohovymi vektormi jeho 'ubovolnych
troch bodov neleZiacich na jednej priamke.

17



priestorove teleso

-y

Z

obr. 2.02

Poloha telesa v rovine je jednojednoznacne uréend polohovymi vektormi jeho 'ubovolnych
dvoch bodov leziacich v danej rovine.

¥i rovinne teleso
{konitantne) hribky)

-y

obe. 2.03

2.2 STUPNE VOLENOSTI POHYBU

Hmotny bod v priestore ma tri posuvné (transla¢né) stupne volnosti pohybu 1-2-3 (napr. v
smere osi vzt'azné¢ho suradnicového systému). Kedze hmotny bod nema definovany tvar (je

len abstrakciou malej casti telesa), rotacné stupne volnosti sa mu neprisudzuju.
Hmotny bod v rovine ma dva stupne vol'nosti 1-2.
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Priestor n = 3° Rovina n = 2°

| ¥i :‘E
2
: § 1 |
A
i - i -
X X
¥ obe. 2.04a obe. 2.04b

Teleso ma v priestore tri posuvné a tri rotacné stupne vol'nosti. M4 teda 6 stupfiov volnosti
pohybu v priestore (n=6°).

Teleso ma v rovine dva posuvné a jeden rota¢ny (okolo osi z) stupent volnosti (n=3°). Pohyb
telesa je viazany na rovinu xy.

}nl
.\_)5 teleso v priestore Vi

poliyb ¥ rovine xy

obr. 2.05a obr. 2.05b

2.3 VONKAJSIE VAZBY A VONKAJSIE VAZBOVE REAKCIE

Ak na teleso pOsobi nerovnovazna silova sustava, teleso je v pohybe. Aby sa nemohlo
pohybovat, treba mu odobrat’ minimalne vSetky stupne vol'nosti pohybu vdzbami. Vizbové
reakcie spolu s vonkaj$imi zatazujicimi silami budi tvorit’ rovnovaznu silovl sustavu a
teleso bude v statickej rovnovéhe. Vizbové reakcie vo vidzbe pdsobia v smere odobrané¢ho
stupiia vol'nosti pohybu a ich velkost' a orientdcia je zavisla na vonkajsich silach. Pri ich
vypocte ich spravidla vkladdme v kladnom zmysle - v zhode s orientdciou vztazného
suradnicového systému, a oznacujeme ich: Ry, R4y, My, Ay, ...
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2.3.1 Staticka urcitost’ - neurcitost’ uloZenia telesa

Je definovana vzt'ahom: i=n-r , kde n je pocet stupiiov vol'nosti pohybu telesa (v priestore
n=6°; v rovine n=3°), r je pocet stupniov vol'nosti odobratych vdzbami.
Mo6zu nastat’ pripady ulozenia:
a)i =0 : teleso ma vdzbami odobrané vSetky mozné stupne volnosti pohybu - staticky urcité
ulozenie

b)i> 0 : teleso nema odobrané vSetky stupne vol'nosti, to znamend, Ze ma pohyblivé uloZenie -
staticky podurcenée. Toto ulozenie je z hl'adiska statickej stability telesa nepripustné.

c)i<0 : teleso ma odobraty vicsi pocet stupniov vol'nosti pohybu ako ich v skutocnosti ma -
staticky neurcité (preurcené) ulozenie.

Ak je teleso ulozené staticky urCito, na vypocet vézbovych reakcii postacuju statické
podmienky rovnovahy. Pri staticky neurCitom ulozeni je potrebné statické podmienky
rovnovahy doplnit’ o d’alSie rovnice, vyplyvajice z deformacie telesa.

2.3.2 Typy viizieb, ich znacky, nahrada viizieb viizbovymi reakciami

a) Priestorové ulohy

al) Vizba odoberajuca r=1° volnosti, cize i=6°-1°=5° - teleso mad este 5° stupnov volnosti
pohybu. Teleso (gul’a) - jeho pohyb je viazany na rovinu xz v stykovom bode 4.

¥
+:2< — odobrany stupefi volnosti

(posuv v smere 0si y¥)
\)5

teleso (gula)

N
- /%

4

:y styk bodovy —~
F ram (rovina xz)
obr. 2.06

a2) Vizba odoberajica r=2° volnosti, ¢ize i=6°-2°=4° - teleso ma este 4° stupne volnosti pohybu.
Teleso (valec) - jeho pohyb je viazany na rovinu xz cez stykovu priamku. Vizba odoberd posuv v
smere osi y a rotaciu okolo osi x.
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a3) Vizba odoberajuca r=3° volnosti, cize i=6°-3°=3° - teleso ma este 3° stupne volnosti pohybu.
Teleso(gula) - jeho pohyb je viazany na styk s priestorovou plochou. Vézba odobera vsetky tri

posuvné stupne volnosti pohybu.

¥ *?(

o/

j&/ rim - priestorova plocha
z obr. 2.08

a4) Vizba odoberajuca r=4° volnosti, cize i=6°-4°=2° - teleso ma este 2° stupne volnosti pohybu.

Vizba umoznuje telesu posuv v smere osi x a rotaciu okolo osi x.
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S

teleso (valec)

! ram (priestorova plocha)

obr. 2.09

al) Vizba odoberajuca r=5° volnosti, cize i=6°-5°=1° - teleso ma jeden stupen volnosti pohybu.
posuv v smere osi x.

J'/‘

: 'f”'/—:'J___i_
] -
- --*1;7 ! L
-] ‘
_..-f
obr. 2.10
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a6) Vizba odoberajiuca r=6° volnosti, cize i=6°-6°=(0°

teleso lubovolného tvaru

/

/

NN N NN

vizha
dokonalé votknutie
obr. 2.11
b) Rovinné ulohy
VAZBA ZNACKA VAZBOVA REAKCIA

b1) posuvny kib:  i=3°-1°=2° Viizba odobera posuv v smere osi .

rovinne
teleso A

IS

nim\- tuhi podlozka obt. 2.12

b2) pevny kib: i=3°-2°=]° Vizba odobera posuv v smere osi x a y.

sonet vysledne)

A reakoie
/
Rax A
777777 R, i
_i// Rav
ob. 2.13 g

b3) dokonalé votknutie: i=3°-3°=0°
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Ry

NOUNNN
AN
s
.t

obr. 2.14

¢) Specidlne viizby

osuvné votknutie A L7 Y
g wtr — L A
i=3°- 20 ="
R
il
M.
A
| —Q
1=1°

obt. 2.15

Odobera jeden posuvny stupeil vol'nosti v smere osi pruta.
(lana). Jeden prut odobera 1 stupeil vol'nosti pohybu.
teleso

.

obr. 2.16

Dva pruty odoberaju dva stupne vol'nosti.

bl

vdzba prutom (lanom)

R=R +R:

obr. 2.17

24



Pozndamka: Kazdy pridany prut odobera d’alsi stupen vol'nosti pohybu, jeho os vSak nesmie
prechadzat’ spolo¢nym prieseénikom osi dvoch predchadzajucich pratov. Ako uz bolo
spomenuté, upevnenie lanom je vizba jednosmerna.

2.3.3 Priklady uloZenia telesa

Stupne volnosti sa telesu odoberaji kombindciou zdkladnych typov vidzieb. Budeme
predpokladat’ tzv. idedlne vizby, pri ktorych sa zanedbava trenie a ich ¢iastocna poddajnost’.
Pri vel'mi presnych vypoctoch je nutné tuto neidedlnost’ vdzieb zohladnit’, avSak pre vacSinu
technickych vypoctov je predpoklad idedlnej vazby pripustny.

a) Staticky urcité uloZenie telesa v rovine: i =n - r = 0°

al) prutové sustavy

g
obr. 2.18
a2) nosniky
nosnik na dvoch podpetich nosnik na dvoch podperach
A votknuty nosnik s previsnutym koncotn

AA

ﬂ A

.

2

obt. 2.19

a3) lomené nosniky a zakrivené pruty
m B
s
A B
A A
P77 777
obr. 2.20
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b) Staticky neurcité (preurcené) uloZenie telesa v rovine: i =n - r <0°

bl) prutové sustavy

=
. .

§A

b2) nosniky

1=-1°

o
5
'ﬁ '

R
e

obr. 2.21

i=-1° i=-1° 1=-2°

Y S

bl

b,

S
§_§ M

obe, 2.22
b3) lomené nosniky a zakrivené pruty
1=-3° B é
i=-2°
i=-1°
7T A
77 A
obr, 2.23

Pozndamky:

Staticky urcité ulozenie zabezpecuje stabilné (tuhym pohybom nepohyblivé) upevnenie telesa.
Pretoze vdzbové reakcie mozno urcit’ zo statickych podmienok rovnovahy, rieSenie staticky
urcitych uloh je jednoduché. Ako uvidime neskor, najvac¢Sou vyhodou tohoto ulozenia je, ze
teplotné namahanie vyskytujice sa v silnopradovych a energetickych zariadeniach
nespdsobuje vznik dodatocnych vnatornych sil, ktoré mézu sposobit’ mechanické poskodenie
kons$trukcie. Staticky urcitd konStrukcia je vSak tuhostne poddajnejSia (vykazuje vécsie
mechanické deformacie). Staticky neurcité (preurcene) ulozenie spravidla vystuzuje
kons$trukciu. Na staticky vypocet vSak nepostacuju len statické podmienky rovnovahy, ale
podla stupnia statickej neurcitosti je ich nutné doplnit’ o tzv. deformacné podmienky. Staticky
vypocet tychto konstrukeii analytickymi metddami je preto obtiaznejsi. Pouzitie numerickych
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metdd (napr. metdéda konecnych prvkov - MKP) vsak tento problém odstrafiuje. Teplotné
namahanie (elektrické teplo, slnecné ziarenie, hortice pracovné médium) vSak predstavuje aj z
hl'adiska pevnosti konstrukcie nezanedbatel'ny nepriaznivy faktor.

2.4 SPECIALNE PRIPADY STATICKEJ ROVNOVAHY

Dokonalé tuhé teleso ulozené staticky urcito, resp. neurCito (preurcene) sa pri zat'azeni
akymikol'vek vonkaj$imi silami nepohybuje. Vonkajsie sily su s vdzbovymi reakciami v
statickej rovnovahe. Existuji vS8ak vynimky z tohto pravidla. Tato vynimka je spdosobena
Specialnou vonkajsou silovou sustavou, resp. Specialnou kombinaciou vonkajsich vézieb.

a) Rovnovaha staticky poduréene uloZeného telesa

Teleso moze byt v statickej rovnovahe v pripade n <r » i =n-r > 0° vtedy, ked’ vyslednica
vonkajsich sil pdsobi tak, ze médze nastat’ statickd rovnovaha medzi fiou a vyslednicou
vizbovych reakcii. Tento stav mozno dokumentovat’ nasledovnymi prikladmi:

al) pripad uloZenia: n = 3°;r=1°;i=2°

Telesu zostali v rovine dva stupne vol'nosti. Vyslednica vonkajSich sil a vizbova reakcia lezia
na spolocnej nositel’ke, pri¢om plati: R =- A

viizbha viepbecny vizba priitom |
odoberajica tiklad . gulana
jeden I P / podloZke
stupen teleso
volnostl A o
(= -A
(= -A
/// V4 vlastni /// ////
t1aZ telesa A
obr. 2.24 obr. 2.25 obr. 2.24

a2) pripad ulozenia: n = 3°;r=2°;i=1°

Teleso ma odobraté dva stupne volnosti pohybu dvoma prutmi, alebo dvoma bodovymi
stykmi, pricom nositel’ky vdzbovych reakcii A a B sa pretinaju v bode C. Ak vyslednica
vonkajsich sil R prechadza tym isty bodom, potom plati silova rovnica rovnovahy R+ A + B
+...=0 ateleso je v statickej rovnovahe.

Sily A, B a R tvoria centralnu rovinni rovnovaznu silovu ststavu.

Ry

~L,

obr. 2.27
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2)

b) Staticka nerovnovaha staticky urcito, resp. staticky neurcito (preurcene) uloieného
telesa.

V dosledku nespravnej kombinacie vdzieb je ulozenie telesa nestabilné (teleso sa moze
pohybovat). Zle zvolené vdzby neplnia svoju funkciu - nazyvaju sa pasivne vdizby.

bl) pripad ulozenian = 3°;r=3°,;i=0°

Teleso je uloZené staticky urcito tak, Ze nositel’ky vazbovych reakcii A, B a C sa pretinaji v
bode C. Ak vyslednica vonkajsich sil R ide mimo bod C, teleso sa moze okolo bodu D
virtudlne pootocit.

Plati: R+A+B+CH+---=0
aviale D=0

V/

N

G

loZisko

obr. 2.29

hriadel

obr. 2.28

Pridanim d’alSej pasivnej védzby sa situdcia nemeni. Prikladom je uloZenie hriadel’a to€ivého
stroja v lozisku. Pasivne vézby su cez sty¢né plochy hriadela a loziska, vplyvom vyslednej
elektromagnetickej sily sa rotor v loZisku ota¢a. Specialne pripady uloZenia sa viak vyuzivaju
pri konstrukcii mechanizmov vykonavajucich predpisany pohyb (napr. pohony, roboty,
mechatronické systémy, ...).

Poznamka:
Vizby treba volit' tak, aby vznikla stabilnd rovnovaha, t.j. aby nenastal pripad Specialnej
rovnovahy. V opa¢nom pripade kazdd zmena vonkajSich sil sposobi tuhy pohyb konStrukcii,
ktory je pri statickych systémoch nepripustny.
2.5 VYPOCET VAZBOVYCH REAKCII STATICKY
URCITEHO ULOZENIA

Postup vypoctu vazbovych reakcii staticky urcitych pripadov ulozenia:

Odstranime vSetky vonkajSie vizby a nahradime ich vézbovymi reakciami. Véazby vkladame do
uvolnenych bodov v smere odobratého stupna vol'nosti, resp. v smere osi zvoleného vztazného
suradnicového systému, a orientujeme ich kladne, t.j. kladné vézbové sily su orientované v
zhode s orientaciou osi suradnicového systému a kladny vdzbovy moment v zmysle pravidla

pravej ruky.

Pre uvolnené teleso zostavime statické podmienky rovnovahy (pre priestorovt tilohu 6 rovnic,
pre rovinni ulohu 3 rovnice), z ktorych vypocitame vsetky védzbové reakcie. Ak z rovnic
rovnovahy dostaneme vézbovu reakciu s kladnym znamienkom, potom v skutocnosti posobi v
tom zmysle (orientdcia), ako sme ju do statického systému vlozili. Ak vizbovu reakciu

dostaneme so zapornym znamienkom, v skuto¢nosti pdsobi v opacnom zmysle.
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Pozndamka: - Skusku spravnosti vypoctu viazbovych reakcii treba vykonat' pomocou d’alSej rovnice
rovnovahy (napr. momentova podmienka rovnovahy k inému l'ubovolnému bodu
telesa).

-Pri rovinnych ulohach sa doporucuju pouzivat prednostne momentové podmienky
rovnovahy k bodu, kde posobia viazbové reakcie, a silové rovnice rovnovahy treba
pouzit’ na skusku spravnosti vypoctu.

Priklad & 2.1: Treba urCit védzbové reakcie v upevneni ramena stoziara vn ulozené¢ho a
zatazeného silou F podl'a obrazka.

Upevnené teleso ramena Uvol’nené teleso ramena s vloZenymi
védzbovymi reakciami v kladnom zmysle
e

I

1
o

obr. 2.30 obr. 2.31

Statické podmienky rovnovahy (rovinna tloha)

Pre tri nezname reakcie treba napisat’ tri rovnice rovnovahy.

Momentova rovnica rovnovahy k bodu 4 (momenty vsetkych sil tocia okolo osi z, kolmej na
rovinu papiera):

0 Y Mu=0. -Fi-Ba=0 = B --rl

3

Momentova rovnica rovnovahy k bodu B:

2) T My=0 -Fl+da=0 = A=rl__p

3

4

Silova rovnica rovnovahy v smere osi y:
) ZFiyzﬂz -F+8,=0 = B,=F

Skuska spravnosti: D=0 A+8,=0 = 0=0
S M=0 —BJ-Ba=0

s

—FE—[—FE};::D = 0=0

)

Vizbové reakcie st vypocitané spravne. Reakcia B, mé v skuto¢nosti opacnu orientéciu, ako
sme predpokladali.
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Priklad ¢ 2.2: Treba urcit’ vizbové reakcie v uchyteniach izolatorov na rameno stoziara.

Skutoény systém Staticky systém

Uvol’neny staticky systém

|t o

F
F
obr. 2.32 obr. 2.33 obr. 2.34
Na vypocet viazbovych reakcii mozno pouZit’ tieto tri rovnice rovnovahy:
L > FA,=0 A =0 Skuska spravnosti:
o 2 F,=0 A4+B-F=0

o
oy ZMiB:CI: —ﬂ},a+F§=ﬂ = AJ,= =0

2
3 S My,=0. ch—F%:D = B:%:A

Priklad ¢.2.3: Treba urcit’ vizbové reakcie v ulozeni votknutého nosnika.

Uvol’neny sytém

F2 Ma F2
q 4
R ' T T TV :A" -,,“J’ “ L T J' l i 1
]4 C B Aﬂ_/ LB
/ -
F1 LA, F1
- - S b - X = 2 s b -
- i=lm .
obr. 2.35a obr. 2.35b

Rovnice rovnovdhy:

L > My,=0 Flf—qE%—F2a+MA=D
72
Mﬂ=—ﬂf+q§+FEa
2y P F,=0. A4 =0
3 PF,=00 A-F-gl+F=0
A, =F+gl-F

Skuska spravnosti: {
My=0 . M, -Al+Eb+ql—=0

Z i A "4}- 2T g 5

po dasadent . 0=10

Pozndmka: Ak na teleso pOsobi vacsi pocet roznych vonkajSich zat’aZzeni, skuto¢nti orientaciu
y 5
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vizbovych reakcii mozno urcit’ az po dosadeni konkrétnych hodnot vonkajsich sil.
Ak napr. F; =F,=F=1000 N a g = F/l potom:

4
My=—m+ Tl i pl oLl <o
P22 2 2

%:F+§£—F:F:IDDDN

4,=0
Priklad €.2.4:  Trepy urgit viizbové reakcie v upevneni stipa pouli¢ného osvetlenia zatazeného
podla obrazku (F; - tiaz svietidla, G; G, Gj3 - vlastnd tiaz Casti stlpa, g - sila

vetra).
Uvol’neny systém
9 . - Gzl
- 1
- G2 - G
= b Fi -
¢ ¢

- C
= J: G3

!lGJ -
- =4 -

= ‘\ A

- N iA -

A . Y.
R A-...__ MA

obt. 2.36a ¥ I obr. 2.36b

Podmienky rovnovahy:

o > M,u=0 - lcr—Grb—Gja—gﬂzg+MA:D
32
ﬂ»fﬂ:hlc+Glb+Gga+q?
) B =00 A +gh=0
A =—gh
3 ZFiy:U: A, -A-G -0, -5 =0
A =F+G+G+G

Priklad €.2.5: Tyepy yreit vizbové reakcie v uchyteniach vodica vn, zataZzeného vlastnou tiazou
sustredenej do t'aziska vodica.
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G
12
obr. 2.37a vbr. 2.37b
Statickd urcitost: i=n-r=3-4=1° » 1lohaje 1-krat staticky neurcita.

Podmienky rovnovaihy: ) T Mu=0 -G % +B)=0

O
B}I:E
2) SF,=0 A +B,=0
'sz_gx
3 A, =0 A+B,-G=0
¥
A=F ==
L F 2

Velkost reakcii 4, a By je zavisla na tzv. vnutornych silach, ktorych vypoctom sa budeme
zaoberat’ nekdr v rdmci pruznosti a pevnosti materialu. Statické podmienky nepostac¢ujii na

vypocet viazbovych reakeii pri staticky neur¢itom uloZeni telesa.
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