J. Statika sustavy hmotnych bodov
Prutové sustavy

Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat’:
e Rovnovahu ststavy hmotnych bodov
e Riesit’ prutovku ako stistavu hmotnych bodov
e Rozdelenie prutovych sustav
o Staticku urcitost’ prutoviek
e Metddy statickej analyzy pratoviek
3.1 ROVNOVAHA SUSTAVY HMOTNYCH BODOV

Hmotny bod
je v statickej rovnovahe, ked’ vyslednica sil pdsobiacich na hmotny bod je rovna nule.

¥ Rovnovdhu hmotného bodu moZno
Fi Fa vyjadrit’  statickymi  podmienkami
rovnovahy:
A X Z E =0
i=1
7 ‘ F2
abr. 3.01

Skalarny tvar (zlozkovy) rovnic rovnovahy je:
a) v priestore b) v rovine

> £y =0 T By =0
2. 5%=0 2 5=0
>R =0

Sustava hmotnych bodoy

(tvorend dvoma a viacerymi hmotnymi bodmi) je v statickej rovnovahe, ked je v statickej
rovnovahe kazdy bod ststavy. Napr.: pre sstavu troch hmotnych bodov plati:
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Fa ZF'UI =

/ F: ; .
9
F1 Fs S F,.=0

ic

- I3 !-ﬁ - "
statické podmienky rovnovahy
Fs vo vektorovom trare

obr. 3.02

Eownice rowvnowahy v skalamom tvare:
ZF =10 ZFM:U ZFM:U
Z :vrB_[:I ZF;';;.B:D ZFBB:D
Z Ho.=0 ZF@C:D ZFW:D

3.2 PRUTOVKA AKO SUSTAVA HMOTNYCH BODOV

Prutova sustava vznikne spojenim viacerych prutov (ty¢i) v spolo¢nych bodoch - sty¢nikoch.
Prierezova plocha pritov moze byt rdzna a po dizke prita je spravidla konstantna. Za
predpokladu, Ze styéniky predstavuju rotaéné kiby bez trenia, prity prendsaju len osovu
vnutornu silu. Tento predpoklad je vyhovujuci, ak dizka prita v porovnani s jeho prierezovou
plochou je vyrazne prevazujiicim rozmerom prata. Potom je mozné skutocné spojenie pratov
(skrutkovy spoj, zvarovany spoj, nitovany spoj, a iné) povazovat’ za tzv. idedlne kiby.
Priklady pratoviek: stoziare Vn, osvetlovacie veZe a rampy, nosniky a stipy v rozvodniach a
transformacénych staniciach, anténne systémy, a pod.

a) spojenie troch prutov

A styénik A
o[ B o

W ook “ A
' mauhanick;? (D

| model
I ® spuojenia 1
= -~
obr. 3.3 obr. 3.4
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b) spojenie Styroch prutov

> A

|
obr. 3.5 obr. 3.6

Mechanicky model rovinnej prutovej sustayvy
Rovinna priutova sustava: vSetky praty 1 vonkajsie sily lezia v jednej rovine. Prity predstavuja
vnutorné vazby medzi sty¢nikmi (hmotnymi bodmi).

O

vonkajdie
viizby

g

Predpoklad pre zat’aZenie

Prutovka je zat'azena len ststredenymi silami s pdsobiskom v sty¢nikoch. Spojité zat'azenia,
ako je vlastnd tiaz, sila vetra, tiaz namrazy atd’., je preto potrebné ekvivalentne
pretransformovat’ do sustredenych sil posobiacich v sty¢nikoch.

obr. 3.7

Predpoklad pre pruty

Pruty predstavuju vnatornt vazbu medzi dvoma hmotnymi bodmi - sty¢nikmi. Tieto vdzby
odoberajii hmotnému bodu jeden stupent vol'nosti pohybu v smere osi pruta. Ak odstranime
vnatorné véazby medzi hmotnymi bodmi, musime ich nahradit vnatornymi vazbovymi
reakciami, ktoré sa nazyvaji osové sily v pritoch a oznacuju sa pismenom P; , kde i je Cislo
pruta.
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Predpoklad pre osové sily v prutoch

Pruty sustavy s namédhané osovymi silami na tah, alebo tlak. Ich velkost’ a orientacia je
zavisla na geometrii pratovej sustavy, zatazujucich vonkajSich silach a uloZeni prutovky
prostrednictvom vonkajsich vézieb.

Kladné osova sila (tah) je orientovana von z mysleného rezu pruta, resp. von zo sty¢nika.
Zaporna osova sila (tlak) je orientovana v zmysle do mysleného rezu, resp. do sty¢nika.

stycnik A , stylnik BZ\
P E- s prut r P - L ;
) / ) B F 1
T mysleny rez kladni (fahova) sila
tesne za styénikom v prute
obr. 3.8

J / ) B
ziporna (tlakova) sila L

v prite

obr. 3.5
Odstranenim pratov a ich ndhradou osovymi silami (pri vypoctoch budeme vzZdy
predpokladat’ kladnu osovt silu v prute), ako aj odstranenim vonkajsich vézieb a ich ndhradou

vonkaj$imi vizbovymi reakciami, dostaneme sustavu hmotnych bodov v rovine:

Sustava hmotnych bodov

Ex E P4 Pa D P P4

Ps P

obr. 3.10

Tato sustava je v statickej rovnovahe, ak je v rovnovahe kazdy hmotny bod, t.j. ked su
splnené statické podmienky rovnovahy (vektorové rovnice):

> F,=0 : A+P+P,+F =0
>'F;=0 : P+P,+P, =0
2 F=0 : B+F+F=0
>'F,=0 : P,+P+P,=0
> F;=0 : E+E +P,+P =0
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Ak tieto vektorové rovnice rovnovahy rozpiSeme do zlozkového tvaru, dostaneme desat
skalarnych rovnic pre vypocet desiatich nezndmych sil (7 osovych sil Py az P; a troch
vizbovych reakcii Ey , Ey a A).

3.3 ROZDELENIE PRUTOVYCH SUSTAV

Podla geometrie prutovky a jej zat'azenia rozoznavame:

a. jednoosové (jednorozmerné) prutovky
b. rovinné prutovky

c. priestorové prutovky

Jednorozmernd prutovka
obsahuje pruty s paralelnymi osami, pricom zat'azujtce sily pdsobia v smere osi prutov.

s 5
SJ‘ F D F1
Az = -
- —§ - - = |2
Aa i - 3 F: -
\\ E
84
obr. 3.11

Ak dizka jednotlivych &asti tiahla na obr.3.11 je dominantnym rozmerom oproti ich
prierezovej ploche, potom ju mozno nahradit’ mechanickym modelom jednoosovej prutovky
(obr.3.12).

53 pesr
a>c S"\ E S2.. E D Flﬁ-'_ N
A E
A K 1%
obr 3.12

Pruty, sty¢niky i1 vonkajsie sily rovinnej prutovky lezia v jednej rovine.

SO ¥ I S N

o

a>c O
L Nl

F: Fi

obr. 3.13
Pruty, sty¢niky i vonkajsie sily priestorovej prutovky su vSeobecne rozptylené v priestore.
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Specialne priestorové pritovky, ktorej prity lezia vo vzajomne na seba kolmych rovinich
mozno rozlozit’ na rovinné prutové sustavy. Praty v kazdej z rovin sustavy prenasSaju silové
ucinky sil leziacich v tej istej rovine. Tym mozno rieSenie Specialnej priestorovej pratovky
rozlozit’ na rieSenie viacerych rovinnych uloh. V d’alSej Casti ucebnice sa budeme zaoberat’
vyluéne rovinnymi prutovymi sustavami.

3.4 STATICKA URCITOST PRUTOVIEK

Staticka analyza rovinnych prutoviek zavisi aj od statickej urcitosti tillohy. Pri pratovkach
rozliSujeme medzi vonkajSou a vnutornou statickou urcitostou. Pratova sustava je staticky
urcita, ak je staticky urcitou sustavou tak po vnutornej ako aj po vonkajsej stranke. V
opacnom pripade pdjde o staticky neurcitu (preuréenu, resp. poduréent) prutovku.

Vonkajsia statickd urcitost’ i,, je zavisla od poctu odobranych stupiiov volnosti celej prutovky
(ako jednému telesu) vonkajSimi vizbami, a vypocitame ju podla vztahu i,, = 3 - n, kde n je
pocet stupniov volnosti pohybu odobratych vonkajS$imi vézbami. Pratovka je uloZena po
vonkajsej stranke staticky urcito, ak 7, = 0. V opatnom pripade ide o staticky neurcité
uloZzenie. Z hladiska statiky prutovky je nutné odobrat’ minimalne tri stupne volnosti
aktivnymi vézbami.

Vnutornu staticka uréitost’ mozno stanovit’ zo vztahu: i,,=3p - 2(nk, + ... + 4ky + 3k; + 2k, +
k; ), kde p je poCet pratov sustavy, k, je pocet stycnikov urcitého typu:

k; - jednoduchy sty¢nik - v sty¢niku sa spajaji dva pruty

k> - dvojnéasobny sty¢nik - v sty¢niku sa spajaji tri praty

ky - n-nasobny sty¢nik - sty¢niku sa spaja (n+1) pratov

Rozli8uju sa tri iy=3 - staticky urcita uloha
pripady: i,y<3 - staticky neurcita (preurcend) tiloha
iyn>3 - staticky neurcitd (podurcend) uloha t.j. pratova sustava je
vnutorne pohybliva (je mechanizmom)

Rovinna pratova sustava je staticky urcita, ked’ i,,=0 a i,,,=3.
Ak je pratova sustava staticky urcita, na vypocet osovych sil a vonkajsich vizbovych reakcit
postacuju statické podmienky rovnovahy. Teplotné namahanie, poddajnost’ vonkajsich vizieb
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ako aj vyrobna nepresnost’ nespdsobuju na rozdiel od staticky neurcitych uloh vznik
vnutornych sil a vézbovych reakcii. Pri staticky neurcitych pratovkach musime statické
podmienky rovnovahy doplnit’ deformacnymi podmienkami. Velkost osovych sil v staticky

neurcitej prutovke je teda zavisla aj na velkosti prierezov jednotlivych prutov.

Priklad:

Vypocitajte statickt urcitost’ prutoviek podla obrazku.

3 -
2
L
1 b
obr. 3.15 obr. 3.16 obr 3.17
io=3-2-1=0 io=3-3=0 ivo=0

im=3.5-2(2.2+2)=15-12=3
- staticky urcita uloha

im=3.4-2(4)=12-8=4
ivn>3

- prutovka je pohybliva
(mechanizmus s jednym

in=3.6-2(2.4)=18-16=2

<3

- staticky neurcitd tloha (jeden
[krat)

stupiiom vol'nosti pohybu)

Pravidlo:
Rovinné prutovka je po vnutornej stranke staticky urcitd, ak jej tvar je tvoreny spojenim
prutov do trojuholnika.

ot

staticky
urcita
pratovka

obr, 3.18
3.5 METODY STATICKEJ ANALYZY PRUTOVIEK

Metodami statiky mozno riesit’ len staticky urcité pratové sustavy. Tymito metdédami mozno
ur¢it’ vonkajsie vizbové reakcie a vnltorné sily v pratoch. Na vypocet deformacie prutoviek,
a tym aj na analyzu staticky neurcitych uloh je potrebné pouzit’ vztahy z oblasti pruznosti a
pevnosti materidlu. V d’alSom sa preto v ramci statiky budeme zaoberat’ rieSenim len staticky
uréitych pratoviek. Ciel'om rieSenia bude vypocet statickej urcitosti, vonkajsich vizbovych
reakcii a osovych sil v prute. V d’alSich kapitolach sa budeme zaoberat’ vypoctom deformdcie
pratoviek ako aj rieSenim staticky neurcitych tloh.

Metddy rieSenia pratoviek sa vSeobecne delia na:
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a. analytické
b. vektorové (grafické)

c. numerické (pocitatovo orientované)

Kazda skupina tychto metéd obsahuje viacero konkrétnych postupov rieSenia. Nastup
pocitacov urychlil prudky rozvoj numerickych metéd mechaniky. Prednosti numerickych
metdd, napr. metoda konecnych prvkov (MKP), posunuli do izadia v minulosti vel'mi ¢asto
pouzivané grafické metoddy (napr.Cremonov plan, Wiliottov plan, atd’.), ktoré sa v sicasnosti
takmer prakticky nepouzivaju. Kvoli fyzikélnej podstate problému uvedieme v d’alSom dve
najpouzivanejsie analytické metody rieSenia statiky pratovych suastav, a sice stycnikovii a
priesecnu metodu. Tieto metddy mozno vyhodne pouzit’ na kontrolu vysledkov ziskanych
pocitacovo orientovanymi metddami.

3.5.1 Sty¢énikova metoda

Princip metédy

vychddza z podmienok rovnovahy sustavy hmotnych bodov. Hmotny bod = uvolneny
sty¢nik, v ktorom pdsobia zname vonkajsie sily a vonkajsie vizbové reakcie, ako aj nezname
osove sily sty¢nikom spojenych pratov.

1. Odstranime vonkajSie vizby a z podmienok rovnovahy celej pratovky vypocitame
vonkajSie vazbové reakcie

2. Z podmienok rovnovahy sil uvol'neného stycnika vypocitame nezname osové sily.

Pozndmka:
Pri rieSeni rovnovahy vychaddzame zo sty¢nika, v ktorom pdsobia vonkajsie sily (alebo zname
vonkajsie reakcie), a maximalne dve nezname osové sily.

Priklad:
Vypocitajte staticku urCitost,, vizbové reakcie ako aj osové sily v pritoch.
Dané je: sila F, uhol e, rozmery j, [

a) staticka urcitost
ivp=3-3=0

in=3.3-2(3)=3

- prutovka je staticky urcita
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b) vonkajsie vizbové reakcie ‘l By
> F,=0. B -F=0 —= B =F B,
> My=0. Ak-Fi=0 — H:Fé

SR =0 B+A=0 - sz_ﬂ=_ﬁ‘é

obr. 3.20

¢) osové sily
rovnovaha sty¢nika c:

T}f
> E,=0 —Fcose— Roosa=10
B=-R=P 2 |F
o
2 E, =0 —F4+Rane—Rsne=0

—F4+2FPane=10 X
p=_" _p--F
23in o
rovnovaha sty¢nika a:
> F, =0 E+Hsne=0
P3:—F{sino::+£
2
2 E, =0 A+ Rcose=10
Fi_Fc:cTsmzo -
i 2sin e x
Pricom: cotg o= o = f
| 38 dne  hi2 obr. 3.22
fal
Zéver: A=—— — v prite e tlak
281 o
F e
B=+— — ¥ pnite je tah
281 e
F C
*E:;:-"T. — v prite je t'ah
&
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Priklad:
Vypocitajte osové sily v prutoch. Dané je: F, /.

a) staticka urcitost: F
ivo=0, i,,=3.5-2(2.2+2)=3 - pratovka je staticky
urcita

b) vonkajsie vizbové reakcie: Dy 4 F
TE=0. D-F a5 1
S M,=0. A=F D 1°¢
F=0. D=-A=-F 4 5 5
¥
A 2 1 4 b
obr. 3.24

¢) osove sily: -
rovnovaha sty¢nika ¢

S E,=0. B=0 DL

S F,=0: B=-F

P2
Y
obr. 3.25
rovnovaha sty¢nika a
2 F.=0: FE+A4=0
B=-A=-F P4
DE,=00 F=0 A - ™
a
obr. 326
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rovnovaha sty¢nika b
2R =0 -R-ERcosex=10

15_,;:— P]' :+J§F

Cos e

2 F,=0 E+FRcosee=0

E=-fcosm=-F

d) zhrnutie vysledkov

Prat ¢islo Osova sila P;
1 -F

2 -F

3 0

4 0

5 J2F

Najviac namahany (na tah) je prut ¢.5

Poznamka:

o
Ps P:
o
| b
obr. 3.27

Pratom, v ktorych je nulova sila sa hovori nulové pruty. Aj ked’ tieto pruty nie st namahané
pre dany zat'azovaci stav, musia byt v pratovke pritomné, pretoze drzia tvar pratovej sstavy.
Pripady nulovych pratov (nulové praty su oznacené Sikmou Ciarou):

- dva pruty spojené v nezataZzenom sty¢niku

obr. 328
- dva pruty zat'azené silou leZiacej na osi niektorého pruta
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obr. 3.28
- tri pruty spojené v nezat'azenom stycniku, pricom osi dvoch pratov su totozné

obr. 3.30

3.5.2 Priesec¢na metoda (Ritterov rez)

Princip metédy

vychadza z momentovych podmienok statickej rovnovahy telesa, resp. jeho jednej odrezanej
Casti myslenym rezom cez maximalne tri prity nepretinajuce sa v jednom bode. Vlozené
osov¢ sily musia byt v rovnovdhe s vonkajSimi silami pdsobiacimi na odrezanli Cast’
pratovky. Momentové podmienky rovnovahy odrezanej Casti prutovky treba pisat’ k bodom,
ktoré s prieseCnikom osi dvoch prerezanych pratov. V niektorych tlohach takato moznost
neexistuje, v takom pripade treba pouzit’ silové podmienky rovnovahy.

Priklad: Vypocitajte sily P;, P; a Ps, ked je dané: F=5kN,a=3m

a) staticka urcitost: a
ivo =0 i,, =3 - prutovka je staticky urcita

¢ 2

b) vizbové reakcie: 1
ZE?::D: A=0 mysleny rez
ZM’H=D: Fla-Ba=10 a

B=2F
2 8,=0 Aa+Fa=0 A, 4 I

-
4=-F A
T

¢) Skuska spravnosti: Ay B
2R, =0 A+B-F=0 4

0=10

obr. 3.31

d) osove sily:
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Pratovku rozrezeme myslenym rezom na dve Casti. Osové sily P;, P3;, Ps mozno vypocitat’ zo
statickych podmienok rovnovahy jednej z odrezanej Casti (treba si zvolit’ jednoduchSiu Cast’
pratovky). Tu je vyhodnej$ia prava Cast pratovky, do rezov vlozime kladné osové sily.

Z momentovej podmienky k bodu C, v ktorom
sa pretinaju nositel’ky sil P; a Ps mozno ur¢it’
silu P;:

oM, =0 ~Fa—-Hp =0
B=-F—
B
Famenosily £ p=asine
A=-Fsne

Z momentovej podmienky rovnovéhy k bodu b
mozno uréit’ silu P;:
Do M,=0 —Fa+Bp,=0

B=r2
Py obr. 3.32

Famenosly po=p =asine
E=Fsane=-f

Ked’ze sily P; a P, sa pretinaju v nekonecne,
na vypocet sily Ps musime pouzit’ rovnicu
rovnovahy sil:

ZF!-J, =0 —-Rcose—Rang—F-F=0

F=F+FRcosp+ R cosm=—-F

Zaver:
Praty ¢.1 a 5 su tlacené, prut €.3 je namahany na tah silami:

N

B=--F=-3535kN ; R=3535KV ; B=-5i
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Priklad: Vypocitajte silu P,. Dané je: F, h

a) staticka urcitost:
Ip=3-2-1=0

b =3.7-2(1.3+2.2+2.1) =3
- pratovka je staticky urcita

b) viizbové reakcie:

T A=0 40

ZFQ =0 4 +5-F=0
A=F-F

D M,=0. B6h-F3=10

F
B:E:_ﬂ:|J

obr. 3.33

¢) osova sila Py:

Myslenym rezom cez pruty 2, 3 a 4 rozdelime teleso na dve Casti. Hladané osové sily ur¢ime
napr. z podmienok l'avej odrezanej Casti telesa.

Odrezand &asf pratovky:
- do rezov vleoZzime kladni
osovi silu

P:
3h P

P4

Ay B -ﬁ-—LI-*—‘

Ay
obr. 3.34 obr. 3.35

Momentova rovnica rovnovahy k priesecnikom osovych sil P; a P3:
DM, =0 R 3h-A,3k=0
F

Fe4=2

2
Podobnym sp6sobom mozno urcit’ d’alSie pozadované osové sily.
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Priklad:
Vypocitajte osové sily P;, P, a Ps v prutoch ramena stoZiara vysokého napétia. Dané je: F, a,
b, &.

E mysleny rez

obr. 3.36
Osové sily vypocitame z podmienok statickej rovnovahy pravej €asti pratovky.
D M=0 —Fla+tFp;=0

B=22
Ps
Fameno sily Akbodun [ p. =Z2asne
B
sif e
&
> M =0 —F..:;t+P3§:U
p_pl_
b otge
> M,=0 Fp,=0 obr. 3.37

=0 — pratcdjenulevy prot
Z geometrie a zat'azenia prutovky je zrejmé, Ze aj prut €.6 je nulovym pratom. Z rovnovahy
sty¢nika C potom vyplyva, ze P, = Ps, a z rovnovahy sty¢nika B vyplyva, ze P; = P;. Ked’ze
P,= 0, potom z rovnovahy sty¢nika D vyplyva, ze aj prat €.7 je nulovym prutom, teda P; = 0.
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