5. Ulohy prostého tahu a tlaku

Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™
o Kedy nastava namahanie na Cisty tah-tlak
o Ktora zlozka vyslednice vnutornych sil je nenulova
e Ako je definované normalové napitie €ist¢ho tahu-tlaku
e Podla akého pravidla volime myslené rezy
e Naco urcujeme priebeh osovych sil a normalovych napéti
o Ako sa vypotita celkové prediZenie (skratenie) tyce
o Ako zohl'adnit’ vlastnu tiaZ pri vypoéte vnutornych sil a celkového predizenia
e Akym postupom treba riesit’ staticky neurcité ulohy
e Ako sa dimenzujt jednoduché pratovky
e Ako sa urc¢i posunutie sty¢nikov prutovky
o Ako sa riesia staticky neurcité pratovky
o Ako sa vykonava staticka analyza zlozitych pratoviek
e Ako je definovana tiazova ret'azovka - predpoklady a mechanicky model
« Aky priebeh ma osova sila a normalové napitie po dizke retazovky
e Ako sa ur¢i celkové prediZenie retazovky

e Ako sa vykonava statické analyza retazoviek symetrickych a s prevySenim upevnenia
jej koncov

Ak mozno urcit’ vyslednicu vnatornych sil - osovi silu zo statickych podmienok rovnovéhy,
hovorime o staticky urcitej Glohe ¢ist¢ho tahu alebo tlaku. V opa¢nom pripade musime
statické podmienky rovnovahy doplnit’ d’al§imi - deformacnymi podmienkami a hovorime o
staticky neurcitych ulohdch. Medzi pripady namdhania prostym tahom mozno zaradit:
namahanie vonkajSou osovou silou, vlastnou tiazou a odstredivou silou a iné.

5.1 NAMAHANIE OSOVOU SILOU F

a) Staticky urcité ulohy

Uvazujeme ty¢ konStatného prierezu na jednom konci pevne zachyteni a na druhom konci
zatazenu vonkajSou osovou silou F. Zaujima nas poloha nebezpe¢ného prierezu tyCe a
celkova deformacia tyCe. Na to potrebujeme urcit’ priebeh vyslednice vnutornych sil - osovu
silu N a priebeh normalovych napiti < v jednotlivych myslenych rezoch tyce, ako aj celkové

prediZenie tyce Al resp. pomerné prediZenie £ .
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Obr.5.1 Cisty tah

Rozrezeme ty¢ na obr. 5.1a myslenym rezom kolmym na os ty¢e na dve casti. Pociatok
stiradnice y volime vo vol'nom konci ty€e. Odrezant Cast’ ty€e 5.1b uvedieme do statickej
rovnovahy tak, Ze do mysleného rezu vlozime (v kladnom smere - von z rezu) vyslednicu
vnutornych sil N(y). Tato osova sila musi byt’ v rovnovahe s vonkaj$imi silami pésobiacimi na
odrezanu cast’.

Zo statickych podmienok rovnovahy sil do osi y pre odrezanu Cast’ tyCe mame:

A =0 N(y)_F:UjN(y):g,yE(U,f)

V tomto pripade je priebeh N(y) konstatny po celej dizke tyée a je nakresleny na obr. 5.1c.
Z vyslednice vnutornych sil mozno ur€it’ napitie < (y) v jednotlivych myslenych rezoch. Pri
pratoch s konstatnym prierezom alebo pratoch, ktorych prierez sa malo meni, sila F predlzuje
ty¢ tak, aby sledovany (povodne rovinny prierez) zostal rovinnym aj po deformacii. Z
podmienky zachovania rovinnosti prierezu vyplyva, ze napitie ma konstantni hodnotu v
kazdom bode prierezu (obr. 5.1c) a jeho velkost bude

ly)=7%
Jeho priebeh v rezoch po dizke ty&e je znazorneny na obr. 5.1b.
Ako vidiet' z priebehov < (y) a N(y) (spdsob ich grafického zndzoriiovania je zrejmy z obr.
5.1c, d), napétie a osova sila nie je zavisld od y. Ako uvidime neskor, situacia sa zmeni, ak
budeme uvazovat’ aj posobenie objemovych sil - vlastnej tiaze telesa. Pre ty¢ podl'a obr. 5.1 je
nebezpecnym prierezom 'ubovolny rez kolmy na os pruta.
Deforméciu tyée - jej celkové predizenie mozno uréit’ z definicie pomerného predizenia alebo
pomocou I. Castiglianovej vety.

I i | [
: v [y
IR
adyl T
[
Obr.5.2 Pomerné
predlZzenie

PrediZenie elementu dy (obr. 5.2) vyhatej z tahanej tyée bude

Mefy = gdy
Celkové predizenie potom bude
I I i i
N
Al = [ddy= [ sdy = I%d - E(g)dﬁ gﬁf
1] 0 1 1 : :

Podl’a I. Castiglianovej vety ur¢ime posunutie posobiska sily ' zo vztahu
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¢o suhlasi s vysledkom ziskanym z defini¢ného vztahu pre celkové predlzenie. Priebeh
napdtia a celkové predlzenie tyCe zat'azenej ststavou osovych sil mozno urcit obdobnym
sposobom.

5.2 NAMAHANIE OSOVOU SILOU F PRI SPOLUPOSOBENI
VLASTNEJ TIAZE TYCE

Uvazujeme tyC vo zvislej polohe, ktorej rozmery a v ich doésledku vlastnd tiaz nie je
zanedbatel'na voci velkosti osovej sily F (obr. 5.3). Priebeh napétia ur¢ime opét’ metodou
mysleného rezu.

/S.E.'r Iwa Sy -

Sy -]

¥ | - T;-‘““ Gy ,
lF a) b) l ] c)

Obr.5.3 Vplyv vlastnej tiaze

5

Z podmienok rovnovahy odrezanej Casti tyce (obr. 5.3b) dostaneme:
ZFUJ:D G‘l[y:l.S—F—G[y:l:U
kde G(y) je vlastna tiaz odrezanej &asti tyée ( ¥ ~ & je merna tiaz). V naSom pripade

GO =V)y =527 potom napitie v myslenom reze je:

FrvSy F
=" = 4y
) Ry Ry Y

Priebeh < (y) uréime ako priebeh rovnice priamky v intervale y = (0, 1).

cr[y

Priebeh napitia po diZke ty&e je zndzorneny na obr. 5.3¢c. Nebezpe&ny prierez sa nachadza v

. .y wos  EF . . v v » : ~
mieste maximalneho napitia ~ =% - v mieste votknutia ty¢e. Aby nedoslo k poruseniu tyce v
nebezpecnom priereze, musi byt’ splnend pevnostnd podmienka

mxt

ra
.. =—+vi=Za
S }’ dev

Celkova energia napétosti tyce je
12
A=4 =§Icr[y;l.£dy=

]

Lo o—
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potom celkové prediZenie tyce
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poA_FL oyl
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Ten isty vysledok by sme pre celkové predlzenie dostali aj zo vzt'ahu
I 2
Al=[edy=. = L
! SE2E

Z tychto vztahov je zrejmé, Ze napitie, resp. celkové prediZenie tyGe je rovné suétu napiti,
resp. predizeni, od osovej sily a vlastnej tiaZe, o je vlastne potvrdenim zdkona superpozicie
ucinkov. Staticky urcité ulohy namahania osovou silou rieSime podla postupu uvedeného v
prikladoch uvedenych v tejto kapitole.

5.3 DIMENZOVANIE PRUTOVYCH SUSTAV

Na obr. 5.4 je zndzornené rameno stoziara vysokého napitia. Konstrukéné prvky oznacené
Cislicami 1, 2, ..., 11 nazyvame prutmi. Prity su navzajom pospajané v bodoch A, B, ..., G,
ktoré nazyvame stycnikmi. Ak predpokladdme, Ze pruty st dostatocne Stihle (rozmery prierezu
prata st malé oproti jeho dizke) a v styénikoch su pospajané v kiboch bez trenia, mozno
takuto ststavu priamych pratov povazovat za priitovii siistavu. Pretoze ideélne kiby bez trenia
neprenasaju do prutov ziadne momenty vonkajsich sil, pruty st namahané len osovymi silami.
Skutoéné koStrukcie (stoZiara vn, osvetlovacie veze, anténne sUstavy, ...) st vSak spdjané
spravidla zvaranim, skrutkovymi spojmi a idealnej prutovej sustave sa viac-menej len
priblizuju. Toto priblizenie bude tym korektnejSie, ¢im su pruty StihlejSie a spojenie sty¢nych
bodov je menej tuhé. V opacnom pripade treba uvazovat, ze konStrukcia pozostiva z
nosnikov.

Obr.5.4 Rameno stoziara

Pri pevnostnom a tuhostnom navrhu pratovych konstrukcii nas zaujima:

a. velkost osovych sil v pratoch - P; (i =1, ..., n - islo pruta)

b. celkové prediZenie, resp. skratenie pritov - A,

c. posunutie sty¢nikov po zat'azeni pritovej sistavy
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Pouzivaju sa pritom klasické metody statiky (sty¢nikova, priesecna, ...), ktoré s vSak Coraz
viac nahrddzané numerickymi metédami (napr. metéda konecnych prvkov). Potom nam
klasické metody sluZzia na orientacnti kontrolu spravnosti numerického riesenia.

Ak je prutova sustava staticky urcita, na vypocet osovych sil stacia klasické vektorové metody
statiky. Pri staticky neurcitych tlohdch musime vziat” do uvahy pri vypocte osovych sil aj
deformacné podmienky. V pripade metdody konecnych prvkov do urcitej miery odpadaju
tazkosti spojené s navrhom staticky neurcitej pratovej ststavy. Tato metdda rieSenia vSak

i

. 7 I3 . r v 9 E 4 L 2 9 : k]
vyzaduje, aby vnutorna statickd urcitost bola ™ 3(prutovka a ani jej Cast’ nesmie byt

mechanizmom).

a) Jednoduché prutové sustavy

al) Staticky urcité ulohy
Sily v jednotlivych prutoch staticky urcitej prutovej sistavy uréime z rovnovahy uvolnenych
sty¢nikov, pricom ucinok pratov nahradime osovymi silami. Ak pozname osové sily v
jednotlivych pritoch, mézeme uréit prediZenia, resp. skratenia pratov.

Priklad 1
Urcite osové sily v pratoch 1 a 2, zvislé a vodorovné posunutia sty¢nika C prutovej sustavy
(obr. 5.5) zatazenej silou F, ak vlastn tiaz pratov neuvazujeme.

A, Eq .51

Eaida 1o

Obr.5.5 Prutovka

o |

Obr.5.6 Rovnovaha sty¢nika
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Uvolnime sty¢nik C a vlozime do neho v predpokladanom smere pdsobenia osové sily
(tlakova sila smeruje do sty¢nika, tahova sila smeruje von zo sty¢nika) P; a P, (obr. 5.6).
Zo statickych podmienok rovnovahy dostaneme:

ZE:ZD: - B+ FPcosx=10
. F
>R =0 - F+Bsine=E =—
sin e
ﬁ:%cosg:ﬁ'cosazi

sine foe
Osové sily vysli so znamienkom +, preto podl'a tvodného predpokladu v prute ¢islo 1 je tah a
v prute . 2 je tlak.
Posunutie sty¢nika ur¢ime z predlzenia, resp. skratenia pratov 1 a 2. PredlZenia pratov st:

Al = iy Fi
S ABSlsane

AL = 5, Fh
ES, B S tgo

Obr.5.7 Posunutie sty¢nika

Na urcenie pretvorenia sustavy staci opisat’ kruznice z bodov A a B (obr. 5.7) s polomermi:

n=1+Al =] (1+LJ

Ay 8N e
A S ige

Ked’Ze deformacie musia byt malé, mozno kruznice nahradit’ doty¢nicami kolmymi na pruaty
nedeformovanej sustavy (obr. 5.7, 5.8).
Potom vodorovné posunutie

oty T
Bl sine

Zvislé posunutie vypocitame z geometrickych zavislosti vo zvécSenej mierke nakreslené¢ho
Stvoruholnika.
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L 5
|} al2sin o
' =2
-
M il +ulzcos o

CI
Obr.5.8 Geometricka zavislost’

Zvislé posunutie bude:
M+ AL cose
fger

¥, =0l sine+

Priklad 2

Urcite sily v prutoch pritovej ststavy podla obr. 5.9, ako aj vodorovné a zvislé posunutie
sty¢nikov C a B, ak vSetky pruty zohrejeme o rovnaky teplotny rozdiel z teploty #) na teplotu
t.

Zo statickych podmienok rovnovahy uvolnenych sty¢nikov zistime, ze osové sily v pratoch
su nulové. (Ak zohrejeme pruty staticky urcitej prutovej sustavy o rovnaky teplotny rozdiel,
osové sily od teplotného zatazenia st rovné nule. Pre staticky neurcité prutové ststavy to
v$ak neplati). Posunutie sty¢nikov je dané predizenim jednotlivych pritov vplyvom teplotnej
roztaznosti:

A= elt—ty )y
Al =AL+ AL = o (11, ),
Al =t -5 )k

Posunutie stycnika C:

o =40
a [Ml—ﬂfj.cosr.z)
u}?c = =
ioe e

Posunutie stycnika B:
xp=0
yp = bl
pricom
Al '= AL —AL "= Al - Al cos(90°— )= Al — Al sine
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Obr.5.9 Posunutie sty¢nikov

a2) Staticky neurcite ulohy

Jednoduché pratové ststavy, pri ktorych nemozno uréit’ osové sily v pratoch len zo statickych
podmienok rovnovahy, nazyvame staticky neurCitymi. V tomto pripade musime statické
podmienky rovnovahy sty¢nika doplnit’ deformacnymi podmienkami (musi byt zohl'adnené
podmienka neporusenosti spojenia prutov v sty¢nikoch po deformacii). Celkovy pocet rovnic

musi byt totozny s celkovym poctom nezndmych osovych sil v sty¢niku.

Priklad 1
Stanovte sily v pritoch ststavy podla obr. 5.10 zatazenej silou F.
Z podmienok rovnovahy uvol'neného sty¢nika (obr. 5.11) méme:

1.2 F =0 - Bane+Bane=0=F~=~F=F
23 F,=0

Pretoze mame tri nezname sily, musime napisat’ tretiu, doplilujicu rovnicu. Z posunutia

sty¢nika C (obr. 5.10) vidime, ze
Al = a4
S5

Al= AL = A= 2L
ES

M Pi A
—=cosm = A =y cosm S ——=
Vo ES  ELE
Dosadenim za P; z rovnice 1. do rovnice 3. mame:

Pl [F-2Pcose)l

ES A8

3

resp.
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R 1
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Osové sily vysli so znamienkom +, to znamena, Ze posobia v smere zvolenom na obr.5.11. Vo
vSetkych troch pratoch je tah. Pevnostna podmienka pre navrh pratov bude

P=B=5

_ i
CF!-——ECF&“,

kde index i oznacuje Cislo pruta.

Obr.5.10 Staticky neurcita tiloha

Obr.5.11 Uvolneny sty¢nik
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Priklad 2
Urcite osové sily pritovej sustavy podl'a obr. 5.12 zat'azenej silou F.

Obr.5.12 Posunutie sty¢nika

Z rovnovahy uvolneného C sty¢nika mame (obr. 5.11):
1. 2 F =0 E-F+EFcose+Beoose=10
2. 3 F,=0: Brosg—Hsnag=0=5=F="F
Dosadenim do rovnice 1. mame:
R=F-2Fcose

V tejto rovnici su dve nezname, preto napiSeme deformacnti podmienku, ktora vyplyva z
celkovych predlzeni, resp. skrateni pratov:

n- B
ES

PY L i)

’ ESJ ES  EY

¥

Obr.5.13 Rovnovaha sty¢nika

Pre posunutie sty¢nika C teda plati:

cosee HEScose BN
Odtial’
F=Ffrosex = [F—EPCOS ajcosa
a po uprave
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Hoose

F=FB=F=__ "
: * {4+2cost @
ra
B
1+ 2cos’ o

Osové sily vySli so znamienkom +, to znamend, ze pOsobia v tom zmysle, ako sme ich
zakreslili na obr. 5.13. V prute 1 je tah, v pratoch 2 a 3 je tlak.

Priklad 3
Urcite sily v prutoch pratovej sustavy podla obr. 5.14, ak prut ¢. 1 bol ohriaty o teplotny

rozdiel &¢ . Teplotna rozt'aznost’ materialu je &.
Z rovnovahy uvolneného sty¢nika mame (obr. 5.13):

L2°F =0 -R+FRcosfi+tFcosf=0
23 F =0 —Esin f+ Esin §=0
B=B=F
Z rovnice 1. dostaneme
RF=2FPcos f8
E31

B E2l @ ':E

f

E,3.l

O

Obr.5.14 Pratova stustava

=y

Obr.5.15 Uvolneny sty¢nik

Na vypocet troch neznamych sil musime podmienky rovnovahy doplnit deformacnou
podmienkou. PredlZenia pratov su:
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Al = ki
Fony

AL =l = Al =L
ES

Posunutie sty¢nika zistime z tejto uvahy: Keby prat 1 bol uloZeny volne v priestore, vplyvom
ohriatia by sa predlzil o hodnotu
Al = ed g

Vo volnej deformacii mu vSak brania pruty 2 a 3. Bude v flom pritom vznikat’ tlakova sila,

ktora znizi vel’kost’ teplotného predizenia &, o hodnotu a4 (obr. 5.16).

Obr.5.16 Skratenie prata

Potom
3 E =cosfi
@
a=01-M) = edMd, - E
B
&E:a.cosﬁiﬂz(ﬂ.&z—i]
BY ES

Dosadenim za P; do rovnice 3. a po upravach dostaneme:
Pe 2ot B cos

I+2c0s 8
@:g:pzﬂ
1+2c0:z f8

Velkost” osovych sil je priamo umerna vel'kosti teplotného rozdielu. Treba upozornit’, ze pri
staticky neurcitych pratovkéach vnikaju znacné osové sily uz pri relativne malych teplotnych
rozdieloch £ .

Priklad 4
Urtite sily v pratoch, ak prat &. 1 bol vyrobeny o hodnotu & kratsi (obr. 5.17). Z obr. 5.17 je
zrejmé, Ze spojenie prutov v spoloénom styéniku musi byt’ nasilné. Prat ¢. 1 sa musi prediZit
o hodnotu
M= L}
ES
a pruty 2 a 3 o hodnotu

AL =l = A= L
ES
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Obr.5.17 Vplyv vyrobnej nepresnosti

Sily P; a P, = P; = P st zakreslené v sty¢niku C a z jeho rovnovahy vyplyva (obr. 5.18):
¥

'

Obr.5.18 Rovnovaha sty¢nika

1. 2R =0: A-Frosfi—-Fcosf=10
2. ZFJJ:D: Fysin f—Fsin §=0

z 1 rovnice: H=2Fcose

z & rovnice: B =R=F

Rovnice rovnovahy doplnime deformacnou podmienkou, ktora vyplyva z obr. 5.19.

3 h=a+A, pricom a= &l = o
coser HS cose

Potom
Fi

fi e —
E cose
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Obr. 5.19 Poloha sty¢nika

Dosadenim za P; a po upravach dostaneme:

3 AES 2 cost e
' .!!'(1+2.|::-::-s2 r:z)
B=RB=P= MES cose

E(l +2 cost Ed)

Ako vidime, vel’kost’ osovych sil je priamo umerna velkosti nepresnosti £ .

Poznamka: Ak je pratovka namahana stcasne vonkaj$imi silami, teplotou, pripadne aj pruty
su vyrobené nepresne, vysledné¢ osové sily budu dané superpoziciou osovych sil od
jednotlivych pripadov zatazenia.

b) ZloZité prutové sustavy

b1) Staticky urcité ulohy
Rovinna pratova sustava je staticky urcita, ked’ i,, = 0, i,, = 3. Osové sily v pritoch uré¢ime
klasickymi metodami statiky (sty¢nikova, priesecnd, princip virtudlnych prac, a iné).
Vzhl'adom na pracnost’ ich aplikécie pri pratovkach s velkym poctom pratov, ich hlavné
vyuzitie je na kontrolu vysledkov rieSenia dosiahnutych numerickymi metdédami, napr.
metddou konecnych prvkov.

Priklad 1
Pre pratova sastavu podl'a obr. 5.20 urdite:

a. staticka ur€itost’
b. osové sily v pratoch

. , ; =
c. prierezy prutov tak, aby Fi = Ty

d. posunutia sty¢nika C

Obr.5.20 Zadanie ulohy
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a) Staticka urcitost
Vonkajsia statickd urcitost’ (vizby A a B odoberaju tri stupne volnosti) je
i,=3—-2-1=0

Vnutornd statickd urcitost’

Iy = 3.p—2(2k+k)=35-2(2242)=3
prutova sustava je staticky urcita.
b) Osove sily
Na vypocet osovych sil pouzijeme sty¢nikovii metddu. Pre rieSenie rovnovahy sty¢nika A a B

musime urcit vdzbové reakcie. Vazbové reakcie R,y, R4y a Rp musia byt v statickej
rovnovahe so zat’azujucou silou F' (obr. 5.21).

S Fy=0: Ry =0
S, =0 Ry+Ry-F=0
Y My=0: Ryla—F=0

F
Ry = E
Vzhl'adom na symetriu tlohy
F
Ry =Ry = E
F

RA =I]

Rn].r RB

Obr.5.21 Vizbové reakcie
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Rovnovaha stycnika B

=y

- B
Re™ 7
Obr. 5.22 Rovnovaha sty¢nika B

DAy =0 Fcosee—FKrosfi=0

SR =0 g—ﬂsinm+ﬁsinﬁzﬂ
Z dvoch rovnic o dvoch nezndmych mozno urcit’ osové sily:

cos 7 o
B =SE2 .
COS R E[E:os fige—sin ﬁ)
B= T
2 (cos fige—sin ﬁ)

V prite 2 je tah a v prate 3 je tlak. Vzhl'adom na symetriu llohy mozno predpokladat’, ze P,
= P, P; = Ps. Silu v prite 4 ur¢ime z rovnovahy sty¢nika (obr. 5.23):

iy

K"f

Obr. 5.23 Rovnovaha sty¢nika C
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=0: Fany-EFany=10

2.5
B-F
DE =0 —F-R+2Fcosy=10
F=2Bcosy-F=F 2eosy 4
E(COSﬁ.ﬁga—smﬁ)

[ cosv—cos Fige+sin ﬁ]

B=F .
cos fige—ain f

¢) Prierezy prutov

: , < . : =

Prierezy pratov uréime z pevnostnej podmienky “ = Fav
g E
leg, =521  5=5
= g
E E
Leg, =822 Sy =
5 F v
£ £
Heg, =85z
Sy Fidow

d) Posunutie stycnika C
Bod C sa posunie v zvislom smere o hodnotu x¢, ktord podl'a I. Castiglianovej vety bude
_ad
g5
pricom celkova energia napitosti prutovej sustavy bude rovnd suctu energii napétosti
jednotlivych pritov namahanych ¢istym t'ahom, resp. tlakom

Lo

Potom
Al EL) S FLaE S &
- fut B B S el S Wit B At
e aﬁ(gzﬁ.] LogaF &aF

Kde &4, st predizenia, resp. skratenia i-tého pruta a & je parcialna derivécia osovej sily v i-

tom prute podla sily F. E; a S; je modul pruznosti v tahu, resp. prierez i-tého pruta.

Priklad 2

Rameno stoziara vysokého napitia je zat'azené tiazou vodica F a vlastnou tiazou prutov, ktora
je rozdelena do sty¢nikov A, B, C, D a E (obr. 5.24). Urcite osové¢ sily v prutoch 4, 5 a 6
priese¢ni metodou. Vypocet ma sluzit’ ako kontrola numerického riesenia.
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Obr. 5.24 Zadanie ulohy

Ako mozno vypoctom zistit, prutova slstava je staticky urcitd. Osové sily v prutoch 4, 5 a 6
ur¢ime tak, Ze rozrezeme rameno myslenym rezom na dve polovice a rieSime rovnovahu
odrezanej Casti (obr. 5.25):

Obr. 5.25 Rovnovéha odrezanej Casti ramena

ZFX=D: Frose+Foosa+ R =0
K =0 - F-O-FE+EBane—Fane=10
25 G+ 5 ;

S M, =0 Fa+ﬁ§=0

F,=-3F
RieSenim rovnic 1 a 2 mame:

coser  cosex || A 3F
singe —sine | | A - F+0 +

odkial
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b2) Staticky neurcité ulohy
Uvazujme pratovu sustavu podla obr. 5.26. Ako vidiet, pratova sustava je tak po vonkajsej,
ako aj po vnutornej stranke staticky neurcita:

Obr. 5.26 Zadanie ulohy

iy =3-2-2=—1
i =3.p—2( 3 +2k +k)=38-2(32422+1)=2

Prutova sustava je raz po vonkajsej stranke staticky neurcitd a raz vnltorne staticky neurcita.
Na vypocet osovych sil treba doplnit’ statické podmienky rovnovahy dvoma deforma¢nymi
podmienkami. Obvykle sa takéto prutovky rieSia Castiglianovou vetou. Najvyhodnejsie je
vSak pouzit numerické metddy, a preto sa v tomto texte nebudeme zaoberat’ analytickym
rieSenim staticky neurcitych pratovych sustav. Podstata pevnostného a tuhostného navrhu
staticky neurcitych pratovych sustav je rovnaka ako pri staticky urcitych ulohach. Staticky
neurcité pratové sustavy su z hladiska pevnosti a tuhosti ¢asto vyhodnejSie konStrukcie,
zloZitejSia je vSak ich statickd analyza povodnymi analytickymi metédami. Preto prevladalo v
minulosti usilie navrhovat’ sustavy staticky urcité. S rozvojom numerickych metoéd vsak tento
problém odpada.

5.4 TIAZOVE PARABOLICKE RETAZOVKY

5.4.1 Prijaté predpoklady a mechanicky model ret’azovky

Pri rozvode elektrickej energie ako aj v beznej technickej praxi sa stretdvame s prvkami
namahanymi na tah, ktory je spdsobeny najma vlastnou tiazou. Tieto prvky ako st napriklad
vodiCe napditia, nosné lana a pod., moZno povazovat’ za dokonale ohybné vlakna konStantné¢ho
prierezu zatazené vlastnou tiaZou samotného vlikna, ako aj dodatoénym po dizke vlikna
rovnomerne rozlozenym spojitym zatazenim ¢ (napr. tiaz namrazy). Takéto vldkno nie je
schopné prenasat’ ohybovy moment, a bude prenasat’ len Cisty t'ah.
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Obr.5.27 Tiazova ret'azovka

Vlakno (retazovka) je uchytena v bodoch A a B, ktorych rozpétie je / a prevySenie upevnenia
je h. Ak povodna (priama) dizka vlakna bola sy, po jej zaveseni vplyvom vertikalne
posobiacej tiaze sa ustali v deformovanom tvare s novou dizkou vlakna s (obr.5.27). Ak je
prichyb vlakna proti rozpétiu maly, potom rozdiel medzi dizkou s a dizkou priamej spojnice
bodov A a B je maly. Ak uvedeny rozdiel je mensi ako 10%, mozno s dostato¢nou presnost'ou
predpokladat, Ze tiaz vlakna, eventudlne namrazy, je rovnomerne rozlozena po dizke
priemetu vlakna do vodorovnej osi a nie po dizke krivky. Material vldkna je definovany

modulom pruznosti £, pricom dovolené namahanie vldkna je Fam | g prierez vldkna je S.
Na obr.5.28 je znazorneny mechanicky model tiazovej retazovky. Pociatok vzt'azného
suradnicového systému bol zvoleny v najnizSom bode retazovky, ktorého poloha zatial’ nie je
Znama.

Obr.5.28 Mechanicky model retazovky

Z hl'adiska elastostatiky tiazovej retazovky treba urcit’:

a. rovnicu deformovaného tvaru retazovky y = y(x) a maximalny priehyb vy

b. velkost osovej sily N = N(x) v I'ubovolnom mieste x a jej maximalnu a minimalnu
hodnotu

c. priebeh normalového (fahového) napitia a jeho maximalnu a minimalnu hodnotu
d. vézbové reakcie v bodoch uchytenia A a B

e. celkové predizenie retazovky

5.4.2 Rovnica deformovaného tvaru ret’azovky

Na obr.5.29 je zndzornena vybrata Cast’ retazovky dvoma myslenymi rezmi. VonkajSie spojité
zatazenie (napr. vlastna tiaz) musi byt’ v statickej rovnovahe s vntitornymi osovymi silami: H
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je normalova osova sila v reze v najnizSom bode retazovky, N(x) je normalova osova sila
(posobi v smere doty¢nice k priehybovej ¢iare) v mieste x. Spojité zataZenie g nahradime
vyslednicou Q(x) = ¢.x, pésobiacou v tazisku vybratej Casti ret'azovky.

W=H(x)
Ao

PR
i x

Obr.5.29 Rovnovaha vybratej Casti
retazovky

Pre vybratu Cast’ retazovky mozno napisat’ tri statické podmienky rovnovahy:
DR =0 —H+Ncosg=0

2R, =0 —gx+Nsing=0
2
Zﬂ{m =0: —H.y+q?: 0
Z momentovej rovnice rovnovahy k bodu C mozno urcit’ rovnicu prichybovej ¢iary
retazovky:

g 2
y=y(z) "
Co predstavuje rovnicu paraboly. Vlikna, spifiajuce tuto rovnicu nazyvame parabolické
retazovky.
V pripade znamej osovej sily H mozno z rovnice retazovky urc¢it polohu bodov A,B a

prevysenie h:

gb’
rtex=4 .. X) =y, =—o0
¥ N = Vs 2H
__ _ ., _ga

pre x=—a.. yxl=y, 5

5.4.3 Osova sila v ret’azovke

Zo silovych rovnic vyplyva:
H=Ncosg

gr=MNsang

Umocnenim a s¢itanim tychto dvoch rovnic dostaneme

N=N(x) = JH +{ax) = H J1+{ax)

Je zrejmé, ze ak:
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=]

ga
x=—a Nixn=H 1+[E] =N,

]
x=# N(x)=H 1+['f'q_b] = N,

=10 MNix)=H =N, -minimalna osova sila
Za predpokladu b>a je Ng>N, , a teda Np = Npmax - maximalna osova sila.
Z uvedeného vyplyva, Ze minimalna osova sila je v najnizSom bode retazovky a maximalna
osova sila je vo vySSom zavese retazovky.
5.4.4 Normadlové napitie v ret’azovke

Priebeh normélového napétia bude tmerny priebehu osovych sil:

Mix
F =gl x = (x)
: : A
pricotn pre x=—a j& Flx)=a, :?“1
: Ny o, N
x=h 18 Tglx)=gy= o =gy, -maximalne napatie
x=0 1 g(x)=—=0,, -minméine napitie
Pevnostnd podmienka retazovky ma potom tvar
i Egcz‘ﬂ
g
— = tF,,

Splnenie tejto podmienky zaruéuje dostatoénii pevnost’ retazovky po jej celej dizke. Dovolené
napiétie je obvykle predpisané normou STN.

5.4.5 Vizbove reakcie

Na obr.5.30 je uvolnena retazovka s vazbovymi reakciami v bodoch A a B.

Obr.5.30 Vizbové reakcie
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Z podmienky rovnovahy do osi x vyplyva: Rg, = R4y = H

Ked’ze vizbova reakcia v bode A musi byt v rovnovahe s osovou silou N4, potom Ry = Ny,
resp. v bode B je Rz = Np

Potom zvisl¢ zlozky reakeii st:

a d’alej
COS g = i
N

B

el
NB

¢im je dany sklon priehybovej ¢iary v zavesoch A a B.

cos fi=

5.4.6 Celkové predi%enie ref’azovky

Celkové prediZenie retazovky bude b= s-s0, kde sy je pévodna (nedeformovana) dizka
vlakna, a s je nova dlzka vladkna po jeho predlZeni od vlastnej tiaze.
Na obr.5.31 je znazornena elementarna ¢ast’ deformovaného vldkna.

s dy

ax

I 1

Obr.5.31 Elementarna ¢ast’
vlakna

Celkova dizka zat'aZenej retazovky je

5= Ia!’s= .I-"'Ildxj-l_dyg =
[} (=]

Pouzijuc zjednodusujtce pravidlo (1 + p)* =1 + p.a na druhy ¢len pod odmocninou

&

Imdp.':j; 1+[%x]2cﬁ:

—

p:yrllx):;—xﬂﬂl Lon=—

3 1 2 1 2
S:I 1+— ix dr=...={4+= g (b3+cx3)
> 2NH B\ H
pricom /=a + b.

Podobne, celkové predizenie

potom

he= Iﬁds= IE&'S= I—
[5) [#] [ (5]
Pretoze

&5



potom

hs = %[H%[%T (b3+a3)}

Povodna dizka retazovky je

5.4.7 Symetricka ret’azovka

Na obr.5.32 je znazornena symetrickd retazovka (bez prevysenia uchytnych bodov, t.j. vz - y4
=0).

VA=Y R Vauax

X

a=IfZ h=l2

Obr.5.32 Symetricka retazovka

Tato retazovka je $pecialnym pripadom retazovky s prevysenim tchytnych bodov. Upravou
predtym odvodenych vzt'ahov dostaneme nasledujuce rovnice symetrickej retazovky:
a) rovnica prichybovej ¢iary
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g a2
Xl=—=x
y(x)=oF
h=10
gli*
B -}r_.li BH -J"rmm{

b) osova sila

¢) pevnostna podmienka

A
_ “'muwx
T — IS EG—&‘M
H
Tum =g

d) deformovana dizka retazovky

e) celkové prediZenie retazovky

f) pociato¢na dizka retazovky

s,=s5—hg
Poznamka:
Pre pripad, Ze st splnené predpoklady uvedené v tivode k tejto kapitoly, je potrebné pouzit
presné vztahy vedice na rovnicu vlakna typu kosinusu hyperbolického. Tieto vztahy mozno
najst’ v praci: Fecko, S. - Ziaran, J. - Varga, L.: Elektrické siete, Edi¢né stredisko SVST,
Bratislava 1990.

RieSené priklady ret’azovky

Priklad ¢. 1 Symetricka retazovka

Elektrick¢ lano AlFe 240/39 ma rozpdtie / = 300m. Prierezova plocha vodi¢a je S =
281,6mm’, menovita hmotnost vodi¢a je m = 0,9844 kg/m, Gomu odpoveda spojité zat'azenie
g = 9,844 N/m. Modul pruznosti lana je E = 73861 N/mm’, zarudena tahova sila je F, =

76943 N s odpovedajucou medzou pevnosti Tr=F oS =273,23 N/mm?. Dovolené naméhanie

v tahu je Fam= 51,79 N/mm*.

Treba urcit’:

a) Maximalnu osovu silu od spojitého zatazenia g: Ny = ?
b) Minimalnu osovu silu N, = H="?

¢) Maximalny priehyb lana y, =y =y ="?

d) Povodnu nedeformovani dizku lana s

RieSenie

a) Maximalnu osovu silu vypocitame z pevnostnej podmienky:
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G-mmc = Crcz‘m'

ik

S - Crcz‘:w
N S T

Po dosadenti je hrani¢nd hodnota tahovej sily Ny, =281,6 . 51,79 = 14584,064 N.
b) Minimalnu tahovt silu N,,;, = H vypocitame zo vzt'ahu

; 2
N, =H 1+["5'_]

2H

. gﬂjﬂ

Ho,= N -2
12 ma 4

Riesenim je sila H = 14509,12 N
Z rieenia vyplyva, ze tahova sila sa po diZke retazovky vyrazne nemeni.
¢) Maximalny priehyb ret'azovky
_gl* 9,844 300° 4

= = = = = ,632?1‘[1
T =V S T o T 8 1450912
d) Povodna dizka lana
3 2 3 2
s=s—do=it [ L]~ L1l (4] 23003078 m
24\ 7)) Es| 12\ H

pricom deformovana dizka vodi¢a s = 300,5178m, a celkové prediienie & 5=0,2099m.

5.5 PRIKLADY RIESENIA ULOH CISTEHO TAHU - TLAKU

a) Staticky urcité ulohy namahania osovou silou
Ulohy tohto typu mozno uvedenymi metodami riesit’ takto:

1. Zostavime matematicky a fyzikalny model rieSenej Ulohy na prat (ty¢€) zatazeny
osovymi silami.

2. Podla poctu nespojitosti prierezu a zat'azenia pruta si zvolime prislusny pocet usekov

a v nich myslené rezy.

3. Do myslenych rezov vlozime vyslednicu vnaitornych sil N(x)=o(2).5(x) v kladnom
zmysle (von z rezu).

4. Zo statickych podmienok rovnovahy odrezanej casti tyCe urime vyslednicu

vnutornych sil, pripadne napétia v prislusnych rezoch.

5. Nakreslime priebeh osovych sil N(x) a napitia & (x) po celej dizke tyce.
6. Urcime nebezpecny prierez a urobime pevnostny navrh tyce.

7. Vypoéitame celkové predizenie tyce.

Priklad 1
Tahadlo Stvorcového prierezu (obr.5.33a) je namdhané silami F. UrcCite prierez pruta a jeho

celkové prediZenie, ked’ je dané :F’E’E’ Tx- 51
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RieSenie

Model t'ahadla je znazorneny na obr.5.33b. V d’alSom vypocte zanedbame oslabenie prierezu
tahadla dierami pre spojovacie koliky. Vzhl'adom na nespojitost’ zat'aZenia treba zvolit' dva
useky na ty¢i (I. a I1.) a v nich myslené rezy. Bod 3. uvedeného postupu je zrejmy z obr.5.33c,
d. Z podmienky rovnovahy sil do smeru osi x pre osovu silu v myslenych rezoch x; a x;
mame:

N(x)-F=0  — g(;ﬁ):%
Nix)]-F-F=0 — J(@):%
| . 2
A AFEAEEE Mg (12, IJ S
Noy™ Gy
o | I f ]
o wy e (0, nz) |
t é i Meeis™ % |
o LJ . +|: = 1\ +F % Gy
=~ = | ¥ I | ]
s | = I | —
JF_:t[___ ]1= | .
% B lF lF lF <
* * b d )
F F ) c) )
z z

Obr.5.33 Vypocet napitia

Priebeh napitia po dizke tyée je znazorneny na obr.5.33e. Ty¢ je namahana Gistym tahom.
Nebezpecny prierez sa nachddza v mieste maximalneho napétia

2F
e =
Ry
teoreticky v 'ubovol'nom reze z intervalu ( //2, [ ). Pevnostna podmienka je
e = o
EF g 2F g
S’ g Ty

Celkové predizenie tyée bude rovné suétu prediieni jej dvoch usekov
112
N
pl=ad it = | D x1+I Mn), 30_8 B
o iy BS 25E 2ES  ES
Z vysledného vztahu pre Al vidiet, ze celkové prediZenie je dané tiez stétom prediZeni od
jednotlivych zatazujicich sil. Ak uvazime aj vlastnt tiaz, musime do tazisk jednotlivych

odrezanych casti vlozit' objemovt silu, ktora je imernd objemu odrezanej Casti tyce (obr.
5.28a, b).
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U(@.S 1 .f';
i) [
Il. Fi
1 — ?.—é S
U':Iﬂ'S F ) *F ol — —
I . - ;,-* %
G(I‘T\“’}' 5 ,}\_G@ — /
| ] F
F F =
a) b c)
Obr.5.34 Zat'azenie vlastnou tiazou
Pre usek 1. a II. mame:
xlel:D,HE) xge[ffz,.f)
Flx )5 -CG(x)-F=0 olx)S-F-F-G[x)=0
Clx)=V(x)yr=~Sxny Glx)=V(x)r=~Sxny

F 2K
:>cr[x1):§+}f.x1 ig[xz):?+}f.xg

Napitie @ (x;) a < (x,) st dané suétom napitia od zatazujucich sil F a vlastnej tiaze ¥ . Ich
priebeh je na obr. 5.33c. Nebezpecny prierez je v mieste votknutia, kde

Ty = — TV 20,
Prierez tyce
g=_2F
T ~ }"-*‘?
Pre celkové predizenie tyce plati:
M x LW B F4+yrx S L(2F +yx 2
A=Al +A] 5= ]—ﬂ( l)dx1+j—[xf*).;fxg= j—d( P 5) ot j[ 1) gy = 25
y B i B ] ES i B 2ES 2R

Z priebehu napédtia 5.33¢ a 5.33c vidiet, ze vyuzitie unosnosti prierezu je efektivne len v
nebezpecnom priereze. Ostatné prierezy s vyuZité nehospodarne. Preto treba volit’ prierez
tyCe odstupniovany, prispdsobeny vel'kosti osovych sil v jednotlivych tisekoch.

Priklad 2

Rieste ulohy staticky urcitého tahu (tlaku) podla obr. 5.35a, b, c. Urcite priebeh napitia a
celkové prediZenie (skratenie) tyGe. Z pevnostnej podmienky uréite velkost nebezpe&ného
prierezu. Ulohy rieste vieobecne postupom zhodnym , aky bol pouZity v priklade 1.
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Obr.5.35 Priklady uloh

b) Staticky neurcité ulohy namdhania osovou silou
Ak nemozno osovu silu urcit’ zo statickych podmienok rovnovéhy, uloha je staticky neurcita.
V tomto pripade treba rovnice rovnovahy doplnit’ deforma¢nymi podmienkami.

Postup rieSenia

1. Ulohu staticky neuréitd nahradime ulohou staticky uréitou, a to tak, ze prebyto¢nu
vdzbu odstranime a nahradime ju staticky neurcitymi reakciami.

2. Podla poctu staticky neurcitych reakcii napiSeme prislusSny pocet deformacnych
podmienok (napr. celkové predlZenie alebo skratenie tyce je nulové) a z nich
vypocitame staticky neurcité reakcie.

3. V dalSom postupujeme ako pri ulohéch staticky urcitych s tym, Ze vypocitané staticky
neurcité reakcie povazujeme za d’alSie vonkajsie zat'azenie.

Riesenie takychto uloh je uvedené v Casti internetovej u¢ebnice "Priklady".
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