6. Napéatost'v bode telesa

Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™

Uvazujme hmotné kontinuum zat'azené vonkajSimi silami. Zodpovedajuce hmotné body vo
vnutri telesa posobia vzdjomne na seba ploSnymi silami, ktoré nazyvame vektorom napitia.
Napitie p v 'ubovol'nom bode telesa bude funkciou velkosti plosky, na ktorej pdsobi vektor
napdtia, jej orientacie vzhl'adom na vztazny suradnicovy systém a od polohy uvazovaného
hmotného bodu. Orientacia sledovanej plosky "hmotného bodu" je dana vol'bou rezovej
Ked’ze danym bodom mozno prelozit’ nekone¢ny pocet rezovych rovin, v danom bode
mame nekonecny pocet vyslednic vnutornych sil. Napdtost' v bode telesa je mechanicky stav,
dany sthrnom napéti v jednotlivych rezovych rovinach, ktoré mozno danym bodom prelozit’.
Vzhl'adom na tenzorové vlastnosti napdtia je napitost’ v bode dokonale urcend, ak pozname
napédtia, posobiace v rovindch elementdrneho hranol¢eka (fyz. model hmotného bodu).

roviny.

Definicia napéatosti v bode telesa.
Druhy napétosti v bode telesa.

Odvodenie vzt'ahov pre normalové a Smykové napitie v 'ubovolnej rovine
prechadzajicej danym bodom pri jednoosovej napétosti.

Co st to hlavné normalové a hlavné §mykové napitia.
Co su to hlavné roviny naptosti.

Uviest priklady jednoosovej napitosti.

Ako je definovana rovinna a priestorova napitost’.
Uviest priklady rovinnej a priestorovej napéatosti.
Ako je definované pretvorenie v bode telesa.

Co st to hlavné pomerné prediZenia.

Ako je definovany invariant pomerného prediZenia.

6.1 POJEM NAPATOSTI

Napiétost’ vo vSeobecnosti delime na:

1.
2.
3.

Na urcenie druhu napitosti v bode telesa, sposobenom vonkajSimi silami, uvazujme
elementarny hranol dx, dy, dz (obr. 6.1). U¢inok odstranenych ¢asti nahradime vnutornymi

silami.

priestorovu (trojosovil),
rovinnu (dvojosovu),

priamkovu (jednoosovu).
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Obr.6.1 Napétost’ v bode telesa
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Napidtie moéze byt vo vSeobecnosti rozlozené po priereze nerovnomerne, no na stenach
elementarneho hranola toto rozloZenie moéZeme pokladat’ za rovnomerné. Vnutorné sily
pripadajiuce na jednotku plochy, teda vektory napitia, prechadzaji taziskami prislusnych
ploch.

Z podmienok rovnovahy hranola je zrejmé, Ze Py = PPy =Py FPs =Pz

Ak st vSetky napdtia nenulové, ide o priestorovii napdtost. Ak najdeme polohu
elementarneho hranola v telese tak, ze v dvoch protil'ahlych stenach budu napétia (napr. p.)
rovné nule (obr. 6.2) a v ostatnych stenach st napdtia nenulové, ide o napdtost rovinnii.

1 - ¥

2

px‘__,.-— dy

Obr.6.2 Rovinna napétost’

Ak mo6Zeme dat’ elementarnemu hranolu v telese takd polohu, aby napr. p, a p. boli rovné nule
(obr. 6.3), musi byt p. = o, potom hovorime o priamkovej napdtosti.
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Obr.6.3 Jednoosova napétost’

Obr.6.4 Trienie & a ¥ v rovine L

Z uvedeného vyplyva, ze rovinnd a priamkova napitost’ su Specidlne pripady priestorovej
napétosti. Dalej si ukdZzeme, ze ak pozndme napéitia v rovinach elementarneho hranola, potom
mozno z nich ur¢it’ napétia v 'ubovolnej inej rovine, prechadzajicej danym bodom.

6.2 PRIAMKOVA JEDNOOSOVA NAPATOST

Ulohou bude z napitia oy uréit napitia v Pubovolnej rovine #, ktora prechadza danym
bodom. To nam potom umozni klasifikovat’ napitost’ v danom bode a urcit’ roviny, v ktorych
si napitia extremalne. Elementarny hranol rozreZeme rovinnou # (obr.6.3 a 6.4). Z
podmienok rovnovahy vnutornych sil elementu (obr.6.5) do smeru normélovych a Smykovych
napaiti dostaneme:
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Obr.6.5 Rovnovéha vnutornych
sil

DR =0 gdi -0, cospdi=10
DA =0 rdY-o sin@edsS =10

R
di = B , ) _
Pretoze COS@ papiitia v rovine # buda: & = T 508 Py T =0, S0 P.osp
Ak pouzijeme vztahy:
2
cos? po 4 cos 2
2
. in 2
SIN P COE R = ki
2
potom
T, O,
o=—+—"Trcos i@
2 2

T, .
r=—2 350 2@
2

Kedze v tychto rovniciach nevystupuje plocha dS a ani Ziadna materidlova konstanta, napétie
T a Tzavisi len od “%a uhla ¥. Hladanim extrému pre napitie < zistime, Ze normalové

napétie je najvacsie v rovine kolmej na o (=0 :
[Cr]p_lj = I:FII].EII}{ = Crx

—_ [n}
a minimalne v rovine na fiu kolmej (p=507,

[G‘]P_% =gy, =0

V tychto rovinach je Smykové napétie rovné 0. Naproti tomu Smykové napétie je maximalne v

rovinach uréenych uhlami %= 45° ,resp. P~ 1357
.
[t] v =tgm=—
i 2
o= &
4

pricom normalové napdtie tam nie je nulové. Znazornenie priamkovej napétosti pri ¢istom
tahu (tlaku) je zndzornené na obr. 6.6. Z velkosti napétia v jednotlivych rovinach je zrejma
volba rezovej roviny (kolma na osové sily) pri namahani osovymi silami. V tejto rovine je
napéitie maximalne, a ked’ nema nastat’ porusenie tyce, potom

e = T = CFigow
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Obr.6.6 Napdtie © a ¥ vo vybratych rovinach

6.3 MOHROVA KRUZNICA JEDNOOSOVEJ NAPATOSTI

Priebeh napitia @ a T v rezovych rovinach v zavislosti od uhla ¥mozno znazomit® graficky,
ked’ rovnice prepiSeme na tvar

oy

fod
F——L=—L cos 2

i

r=—L gin 2

2
a3

2
Po umocneni a s¢itani tychto rovnic dostaneme:

2 2
o, a cF,
o-"E| 4= 2
[ 2] [2]

Ak vo zvolenom stradnicovom systéme vynaSame na os x napdtia < a na os y napdtia ©,
potom vyslednd rovnica je rovnicou kruznice

Il;r—mzlzﬂyr4 =K

G-?f
=
ktorej stred lezi na osi < vo vzdialenosti 2 od pociatku suradnicového systému, ma
R=Zr
polomer 2 | Tato kruznicu nazyvame Mohrovou kruZnicou napitia (obr. 6.7). Medzi

elementarnym hranol¢ekom a Mohrovou kruznicou plati tato zavislost’

Kazdej rezovej rovine elementarneho hranola zodpovedd na Mohrovej kruznici
jednojednoznaéne jeden bod, ktorého stradnice su hodnotami napédtia ¢ a © v prislusnej
rovine.

Postup grafického rie§enia napitia < a ¥ v l'ubovolnej rovine # je takyto:

1. Pre dané °* zostrojime Mohrovu kruznicu (obr. 6.7).

2. Od bodu na kruznici, ktory zodpoveda rezu £y elementirnom hranole, nanesieme

stredovy uhol 2 ¢ v rovnakom zmysle, ako v elementarnom hranole (vzdy od Sku H

).
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3. Sprievodic stredového uhla 2 ¢ vytina na Mohrovej kruznici bod g, ktorého stradnice

v e , v . . v T
urcuju v prislusnej mierke velkost napéti ©a "0

Mohrova kruznica Cistého tahu (obr. 6.6) je zndzornena na obr. 6.7.

T [

Obr.6.7 Mohrova kruznica jednoosovej napétosti

6.4 ROVINNA (DVOJOSOVA) NAPATOST

Uvazujme rovinnu napétost’ zadanl napétiami p, a p,, (p- =0) podl'a obr.6.8.

¥

Obr.6.8 Rovinna napétost’

oy

Tieto napétia rozlozime do smerov suradnicovych osi. Dostaneme tak normélové napétia ~*a

F, o . wo Ty T - < . s T “fox A 1

*a Smykové napdtia ®, "% Prvy index Smykového napétia, napr. ", znaci, ze posobi na
ploske kolmej na os x. Druhy index oznacuje smer poOsobenia napétia.
Z momentovej podmienky rovnovahy vnutornych sil k bodu s dostaneme:

DM, =0 r,dxdz %y+ Ty A2 d%— Ty dz. %— T dyidz. d—; =0
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a po uprave

Tip = Tpp =T

Pretoze elementarny hranol je vlastne bodom telesa, mozno vSeobecne povedat, Ze v ur€itom
bode telesa st v rezoch vzdjomne kolmych Smykové napitia rovnaké a smeruju bud k
priesecnici, alebo od nej a nazyvame ich zdruzenymi Smykovymi napdtiami. Oznacujeme ich
potom podrla toho, ku ktorej osi (priese¢nici) smeruju. V naSom pripade to je os z. Podobne to
plati aj pre Smykové napitia v ostatnych rovinach elementarneho hranola, napr. P = T Tty
pod.

Napitia v myslenom reze #uréime z podmienok rovnovahy odrezanej ¢asti hranola (obr.

6.9):

t
vds’x

T
i*_L
1:2

Obr.6.9 UrCenie “a T

2 R=0 gdy —[r, 45"+, dS") cosp —(fx.cfS'+r:rde“)_sin g=10
2R =0 odS-(o,dS +r,45") sinp—(o,dS +r,.dS").cosp=0

Ako vsak vidiet z obr. 6.9, plati: di" =diS.cos@, di” =dS.sn @
Dosadenim tychto vzt'ahov do predchadzajucich rovnic dostaneme:

_ 2 - 2 :
F = (F,. CO8 q:a+cry.s1n @+Er, 5N @.cos@
T =0 Sl Q008 @~ 0, SI @ Cos P+T, 80" @— T, Cos™ @

Tieto rovnice mozno d’alej upravit’ pouzitim vztahov:

1+ cos2
cos® @z#

sin? g l—cos 2
2
2R P COS P= 50 2@
a d’alSej uprave do tvaru
o tF, O .—a

= > *+ > Y cos2@+r,.sin 2

T~ Ty
T :T.sm 2Q— T, COSZP

Z poslednej rovnice vidiet', Ze napitia  a T v reze *, ktory je odkloneny od rezu £o uhol P
, su nezavislé od dS a materidlovych konsStant. Podobne ako pri priamkovej napétosti mozno
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urcit’ rezy 1. a II., v ktorych normélové napédtie nadobuda exrémne hodnoty. Hladanim

. . = . . a2 L eF o o
extrému funkcie (#) ndjdeme maximalne (1) a minimalne (~?) normalové napitie v
tvare

)
opa = 7, +, + [r:rx cryJ +r§
2 2
Roviny I. a II. nazyvame hlavnymi rovinami a napitia “1a P2y nich posobiace hlavnymi
napdtiami. Dalej by sme zistili, Ze v hlavnych rovinach st $mykové napitia nulové a hlavné

roviny napdtosti su navzajom kolmé.
Podobnym postupom pre maximalne Smykové napétia dostaneme:

2
Ty — Ty 5
g == [—2 ] +1,

Extrémne Smykové napitia, posobiace v dvoch vzdjomne na seba kolmych rovinach, sa od
seba liSia len znamienkami (o znovu len potvrdzuje zakon zdruzenych Smykovych napéti). V
rezoch, kde pdsobia extrémne Smykové napétia, sucasne posobia i normalové napitia. Ak
urobime sucet hlavnych napéti definovanych rovnicou pre maximalne a minimalne normalové
napétie, dostaneme:

0 +0, =0, +T, = const
To znamend, ze sucet normalovych napéti v dvoch 'ubovolnych na seba kolmych rovinach v
tom istom bode telesa je konStantny a je rovny suctu hlavnych napéti. Tento sucet je
invariantny vo¢i vol'be vzt'azného suradnicového systému v danom bode.
Preto tuto rovnicu nazyvame 1. invariantom napéti. Pre rovinnu napétost mozno obdobnym
sposobom ako pri jednoosovej napitosti zostrojit Mohrovll kruznicu. Tato kruznica je
grafickym zndzornenim rovinnej napatosti v bode telesa.

6.5 PRIESTOROVA NAPATOST

Vo vsetkych troch rovinach EH posobia nenulové napétia. Priestorova napétost’ je zadana

F. T

. 7, 7 TRV APPSR S
tromi normalovymi napédtiami ~*, ~*, ~%a tromi zdruzenymi Smykovymi napétiami ¥, *a

Fz (obr. 6.10), z ktorych mozno urit’ vektor napitia v F'ubovolnej rovine EH.
W oa

Obr.6.10 Priestorova napitost’
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Zo zloziek tenzora napitia mozno urcit’ tri hlavné normalové napitia (ako hlavné hodnoty
tenzora napétia) %1, %2,
rovinach I, II, III.
Pomerne zlozitym postupom mozno zostrojit aj MK. PodrobnejSiu analyzu priestorove;j
napétosti vSak neuvadzame a pri potrebe riesit’ takuto napatost’ odporuc¢ame pouzit literatiru
uvedené v zavere skripta. Treba vSak uviest’, ze rovinna a priamkova napétost’ su Specialne
pripady priestorovej napétosti.

6.6 PRETVORENIE V BODE TELESA

Analyzou pretvorenia telesa nazyvame skimanie zmeny vzdialenosti dvoch vybratych
hmotnych bodov telesa. Pretvorenim v bode telesa budeme rozumiet deformaciu
elementarneho hranoléeka. Ak elementarny hranol (obr. 6.11) je zatazeny rovinnou
napétostou, moézeme na zaklade zdkona superpozicie ucinkov jeho deformaciu rozdelit' na

2 | ktoré pdsobia v troch navzajom na seba kolmych - hlavnych

pretvorenia od normalovych napiti “x, % a zmenu pravého uhla EH od $mykovych napati

Tx'

‘_:UI
A
H::El

¥,

Obr.6.11 Rovinna deformacia

PrediZenie stran hranola od normalovych napéti bude

hdx =g dx
Ady = g, dy
Vysledné pretvorenia EH je na obr. 6.12.
5
Ty
R
_,-—'-—""-_F_F-'-_F_F_F_F Ilr'r
_—,I Y J
i i B
- /{’J o
= = | < /

ol [T S ’

l / ds f;f /

i £ . !

S i ,
Iy j
iz /

/ v TE__F-M-' -
¥ éf; T
. dxil+ 2 .
- T4

Obr.6.12 Zlozky pretvorenia
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Uhlopriecka EH - ds sa zmeni na ds”’
ds =ds +hds = [l +£) ds
resp. podl’a obr. 6.12
ds = J[(H_E" :I.:ix +;'.-»'15,;a!:y‘:|2 +|:(1+£}, :Icfy +;V23..a!’x:|2

Ak potom celu rovnicu umocnime a vykratime ds a podl'a obr. 6.11 dosadime za

* COS P
ds

By
-~ =sn
efs v

dostaneme
I:1+,5':I2 = [[1+Ex:lcix+}flx.sin :1?]2 +[(1+Ey).:£y+}'gx.cc:-s :p:lg

, “ . . y . - s, £
Vykonanim vyznacenych operacii a prijatim predpokladov, Ze pomerné predlzenie #, "%, ¥ a

uhlové pretvorenia Nz Vargy oproti jednotke vel'mi malé, mozno ich Stvorce a siciny ako

veli¢iny malé, vysSich radov, zanedbat’ a tak po tprave bude
E==£, cost @4 &, sin® g+ [;le +;Vgx:lsin P.oos P

Ak esSte oznac¢ime celkovi zmenu pravého uhla Y=ty pouzijeme tiez vztahy
1+ cos2 £, —£&
|:|::us2 w= v +-2 i
2
dostaneme po Uprave vzt'ah pre pomerné predlzenie uhlopriecky
g, + £, &£-F

v, .
£= + ? cos2@4+iE sin 2
2 2 v 2 v

GO 2:p+%.sin 2

L L, . .. L4 T, O, T oo
Tento vyraz je analogicky s prvou rovnicou na ur¢enie ©z danych ~*, “*a "fv rovinnej
napétosti. V obidvoch rovniciach si navzajom zodpovedaju:

F -~ g r~z
2
¥

F, ~ & T ~£

X X z
2
Ty~ 5y

Pouzitim tejto analogie mozno potom pouzit’ vSetky vysledné vzorce pre rovinnu napétost’, ak
prislusné napétia nahradime pomernym predlzenim a uhlovym pretvorenim. Pre hlavné
pomerné predlZenia a uhlové pretvorenia budu platit’ vztahy:

5 +5 £ —£F : 4
ga=— 2 | 2| pal
2 2 2

' .E':,t.—;E'}I

2
Podobne bude platit’ invariant pomernych predizeni
£ +&5 =5 +s5 =const

.sin2e1:a—y—£.cos 2@

ako aj fakt, ze mozno nakreslit Mohrovu kruznicu deformacie v bode telesa.

KedZe vo vSetkych tu odvodenych vztahoch sa nevyskytuje ziadna materialova konstanta,
platia tieto rovnice pre vSetky materialy, a to pre deformacie elastické 1 plastické, a to tym
presnejsie, ¢im st deformécie mensie.
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