7. Zovsecobecneny Hookov ziakon

Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™

e Definiciu a matematické vyjadrenie Hookovho zakona jednoosovej a rovinnej
napatosti.

e Obsah Hookovho zékona priestorovej napatosti.

e Ako mozno urcit’ pomerni zmenu objemu.

e Vyjadrenie energie napatosti.

e Vyjadrenie zavislosti medzi modulom pruznosti v tahu (tlaku), Smyku a Poissonovou

konStantou.

Vzajomnu zavislost medzi napitim & a pomernym predizenim £ ty¢e nam vyjadruje Hookov
zékon v tvare

og=Fz
kde E sme nazvali modulom pruznosti materidlu v tahu. Platnost Hookovho zdkona sa
zovseobeciiuje aj pre rovinnu a priestorovi napatost’.

7.1 HOOKOV ZAKON PRI JEDNOOSOVEJ NAPATOSTI

Treba urcit’ pretvorenie elementarneho hranola, na ktory posobi len napétie Fx (obr.7.1).

Obr.7.1 Pretvorenie hranola

Pre smer osi x mozno napisat’ Hookov zakon:
o,  Adx

— — [
o, =85, =55 ="=—0

102



Okrem prediZenia % sa hranol priecne zuzi o rovnaké pomerné¢ hodnoty (vyplyva to z
pozorovania deformécie tahanej tyce)
_hdy = F

£, . =—t=-_1=
fy? b mE
hdz £, o,

g = =—"" =—

odz e .
Z toho vyplyva, Ze aj priamkova napétost’ vyvolava priestorové pretvorenie.

7.2 HOOKOV ZAKON PRI ROVINNEJ NAPATOSTI

Rovinna napitost’ je uréend napitiami %, 7y, Tr . Na zéklade zakona o superozicii u¢inkov
budeme vySetrovat’ pretvorenie hranola postupne od jednotlivych zloziek napitia (obr. 7.2).

Obr.7.2 Superpozicia u¢inkov

Vyjdeme z predpokladu, Ze normalové napitia spdsobia pomerné predizenie hran a $mykové
napétie sposobi zmenu pravych uhlov (pomerné skosenie) elementarneho hranola.

. F.
Pretvorenie od "% :

€F
g =
E
g=-—
mE
a3
g=-—
mE
. €
Pretvorenie od " :
F
g=——
i
F
)
F
g=——
i

Celkové pomerné predlienie bude:
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g4+g=--"1—2
FoE Ll

, . T, - r 4 7 ~
Pomerné skosenie od "#je dané Hookovym zédkonom v Smyku

&z

}’5_5

Posledné dve rovnice nazyvame rovnicami elasticity. Podobne ako pri jednoosovej napétosti,

aj pri priamkovej napétosti je pretvorenie priestorové. V Specidlnom pripade, ak “%je vel'mi
malé, mozno ho v praktickych ulohach zanedbat’, a vtedy hovorime o rovinnej deformacii.
Z tychto rovnic mozno stanovit’ inverznu zavislost’

ME.E{ EyJ
&, = T 1 £, +—

4 e

m B g,
= e —I[Ey+;]
T, =0,

ktori nazyvame zovSeobecnenym Hookovym zdkonom rovinnej napétosti. Cahko moZzno
ukézat, Ze v maticovom zapise bude mat’ tvar

et B m K i
mh =1 w—1
Fx a x
m K pr H 0
Ty T e =1 wt =1 15
J@ 0 0o G|l

7.3 HOOKOV ZAKON PRI PRIESTOROVEJ NAPATOSTI

, v ’ . w,r CF F. F, T T T w7 ’
Postupnym uréenim pretvorenia hranola od napéati ~*, ~*, ~=, "% ¥ "s(obr.7.3) a sCitanim

jeho zloZiek (podobne ako pri rovinnej napitosti) dostaneme:

Obr.7.3 Priestorova napétost’
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1
£ ==
B
1
1
£ =—
B
_Tﬁ’
Yy =
T
_ 2
¥y =
v x
e

znacia zovSeobecneny Hookov zakon pries

€] napétosti:

mE £, + £, +5;
&, = Z, +
i +1 =2
m £, + £, +&;
= £+
Yoom+1l 7 m—2
mE A
= £,
Tomll F M2
T, =0,
r, =0y,
. =0y,
Upravou tychto rovnic mozno maticovy tvar Hookovho zakona (obvykle sa pouziva
v=r_
Poissonova konstanta )
o 1-v 1 1 00
o, 1I-2v 1-2v 1-Zwv
s, 1 I-v 1 0 0
1I-2v 1-2v 1-Zv
| 1 1 1-v
- o 0
¥ 1-2v 1-2v 1-2v
Ty 0 0 0 & 0
[ Tz 0 0 &
i 0 0 0
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Tieto rovnice predstavuji rovnice elasticiestorovej napétosti. Inverzné vzt'ahy k nim
OI'O
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7.4 POMERNA ZMENA OBJEMU

Uvazujeme elementarny hranol s dizkou stran dx, dy a dz. Pretvorenie elementarneho hranola
Yy

je vo vieobecnosti dané pomernymi prediZeniami i & , Fa pomernymi skoseniami Vx|
als, Povodny objem hranola bol

AV = dxdvdz
Ak zanedbame vplyv zmeny pravych uhlov hranola na zmenu dizok jeho hran, bude zmena
objemu sposobena predlzenim hran hranola od pomernych predlzeni

aV'=(dx+hdx)(dy+Ady)(dz + Adz ) = (1+ g, ) (14 £, ) (1+ &, | drdydz
Po roznasobeni vyrazov v zatvorkach a zanedbanim mocnin veli¢in malého radu dostaneme:
dV'=dxdydz (1+£,+£,+£,|=dV +dV (g, +£,+£, |
z toho zmena objemu
AdV =dV'-dV =dV (s, +£,+¢,)

a pomerna zmena objemu

A"

H=—-=g+5+g

tj. je rovna siétu pomernych prediZeni stran hranola. Ak dosadime do pomernej zmeny
objemu rovnice elasticity, dostaneme:

@:m—_g(crx+cry+crx)
i

Pozndamka: V pripade vSestranného t'ahu alebo tlaku bude
Gy =G, =G, =p
¢o znamena, ze

-2
@=""%3,
L)
Pre nestlacitelné telesa je pomerna zmena objemu ® = U Potom musi platit m - 2 =0 a v tom

pripade m =2 (¥ =12,

Z hladiska fyzikalneho vyznamu pre rovnice pomernej zmeny objemu musi platit’:
m-izl=mzi

[VED,ﬁ)

V opa¢nom pripade, t. j. pre @{V 3) , by bola, ako to vyplyva z hore uvedenych
rovnic, pri viestrannom tahu pomerna zmena objemu ™ zaporna, ¢o zrejme, odporuje
skuto¢nosti.

7.5 ENERGIA NAPATOSTI PRI PRIESTOROVEJ NAPATOSTI

Celkova energia napitosti bude dana sti¢tom energii napitosti od jednotlivych napati %, Ty ,

A=4, +4 +.+4,

Vyuzitim vztahov zo 6.kapitoly potom plati:
1 1
A=—|o, sdV+ +-—|1,.
2 }'[ L 2 .I- z :Vx

¥
Merné energia napétosti (ne jednotku objemu) bude
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44 1
A= E= E(crx_gx +a,.8 +...+Tz.}’x:]
Ak pouzijeme rovnice elasticity, dostaneme:
1 2 :
= o+t |-Slo.o+o,0,+0,.0, |+ -%
'tql EEI[ ¥ ¥ 3) e ( ¥ ¥ ¥ 4 ¥ K:I G

=

. ., , . . we o Oy lT=0 , .
Ak je rovinna napitost’ zadand hlavnymi napdtiami !, ~%a "3 ( , posledna rovnica

prejde do tvaru
'Al__ CFl+G'2+G'3——|;Jl.ﬂ'2+ﬂ'2.ﬂ'3+ﬂ'l.ﬂ'3;|

V pripade rovinnej napitostr treba do poslednych dvoch vzt'ahov dosadit T =Ty =7y =0 )
;=0

resp. :

V pripade jednoosovej napétosti je len Fxrozne od nuly, resp. 71 je rézne od nuly.

7.6 VZAJOMNA ZAVISLOST MEDZI E, G A m

Medzi modulom pruznosti v tahu - tlaku £, modulom pruznosti v Smyku G a Poissonovou
konStantou m existuje zavislost’, ktort moéZeme I'ahko odvodit’.

Uvazujme pritom elementarny hranol zatazeny samotnymi Smykovymi napdtiami (obr. 7.4a)
ako Specialny pripad rovinnej napétosti.

Ta

Sy

o
dx
T [ E—
II1 =T
o,=-T
Obr.7.4 Cisty $myk

Merna energia napdtosti prostého Smyku podl'a rovnice je

=T, O,=—

kde podl'a Mohrovej kruznice napéiti (obr.7.4) je ¥ a ak za tieto hodnoty

dosadime do poslednej rovnice, dostaneme:
_r'ﬂl:i 2+r3+—2r3 = ml r
2E

FEY mE

Rovnice pre A a"qlv tomto pripade vyjadruju mernu energiu napédtosti toho istého pripadu, a
teda musi byt’

4 =4
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t.].
o omtl
= T

2G  mE
a z toho modul pruznosti v $Smyku bude
mE
7=
2 ( e+l :I
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